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摘 要

摘 要

论文从一个简化的但具有代表性的动理学 Darmet模型出发，构建了一个势涡

守恒系统。以势涡系统为载体，围绕托卡马克中的两个介观尺度（介于微观回旋半

径和宏观装置尺寸）问题：湍流自扩散和 𝐸 × 𝐵台阶进行了研究，成果归纳如下。
第一，推导出了一个包含显式非局域性的湍流自扩散模型。模型描述了以电势

强度表征的湍流强度的演化过程，其中的显式非局域增长是最主要的新效应。非

局域性来源于极化电荷，在模型中体现为一个格林函数的卷积。卷积核的宽度决

定了非局域性的范围，其量级为捕获离子的轨道宽度。湍流自扩散过程中，锋面

传播速度以及锋面穿透进入线性稳定区的深度，都被非局域效应增强。该模型相

较于传统模型有着更为严格的推导过程，并且从理论上给出了托卡马克内的一种

新的内秉非局域性。模型在高能量粒子和湍流相互作用、大型模拟程序结果的理

解等问题上都有潜在应用。

第二，推导、建模了一套剖面台阶演化的模型，其中的共振输运发挥了重要作

用。我们利用了准线性近似、色散关系模型、双洛伦茨谱等方法，建立了通量与温

度、涡度剖面的关系，进而闭合了剖面演化方程。剖面方程结合拓展的湍流强度

演化方程给出了一个湍流–剖面演化系统，我们利用解析和数值的方法对其加以研

究。结果中存在由 𝐸 × 𝐵 平均流决定的两种输运和剖面状态：一是由共振湍流输
运调控的共振（类雪崩）态，其温度剖面较为平缓（近临界状态）；二是由非共振

湍流输运调控的非共振态，其剖面更为陡峭。剖面在演化中自发地形成一种台阶

状准周期性模式，即上述两种状态在空间上的交替排列。针对剖面台阶现象，论

文从理论的角度给出了以下结果：a)台阶现象中的反馈过程；b)台阶现象触发所

需边界热流临界值估计；c)台阶宽度的估计。与以往的结果比较：本论文得到了

捕获离子进动、𝐸 × 𝐵平均流、捕获离子模式三者作用达成共振这一新机制，其引
发的共振输运既是剖面台阶形成的新机制，也可实现带状流的无碰撞饱和。论文

首次给出了台阶触发所需边界热流条件；首次给出台阶宽度与香蕉轨道宽度、共

振和非共振输运系数的比值、边界热流等之间的联系。该模型可以和内部输运垒

相关研究建立联系，甚至有可能启发新运行模式，比如约束增强型 L模。

最后，由于论文中的势涡守恒系统建立在对捕获离子模的研究上，所以有拓

展到高能量粒子和湍流相互作用研究的可能性。

关键词：聚变；湍流；介观演化；自组织结构；𝐸 × 𝐵台阶
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Abstract

Abstract

This thesis starts from a simplified yet representative kinetic system, i.e. the Darmet

model, then construct a conserved potential­vorticity (PV) system from it. Then we apply

this PV system to two mesoscopic (between microscale like gyroradius and macroscale

like device size) phenomena in Tokamaks: turbulence spreading and the 𝐸 × 𝐵 staircase.

The results are summarized below.

The first outcome is an explicitly nonlocal turbulence spreading model. The model

describes the evolution of the turbulence intensity­characterized by the electric potential

intensity­in which explicit non­local growth is the most important new effect. The non­

locality originates from the polarization charge, which is represented in the model as a

convolution with Green’s functions. The width of the convolution kernel determines the

range of the non­locality, which is in the order of the orbit width of the trapped ion­

banana width. In the process of turbulent spreading, the propagation velocity of the front

and the penetration depth of the front into the linearly stable region are enhanced by the

non­local effect. This model is derived more rigorously than older models were derived.

The nonlocal effects proposed in the model is intrinsic to Tokamaks. This model has

further potential applications in the interaction of energetic particles and turbulence and

the understanding of large simulation programs.

The second outcome is a model for profile staircase formation, in which resonant

transport plays an important role. Using quasi­linear approximation, a model dispersion

relation, bi­Lorentz spectrum etc., we construct the relationship between fluxes and the

temperature and vorticity profiles. With these fluxes, we close the profile evolution equa­

tions and the extended turbulence intensity evolution equation, which together constitutes

a turbulence­profile evolution system. Then we use analytical and numerical methods to

study this system. As results, there are two states of transport and profiles, which are

determined by 𝐸 × 𝐵 mean flow. Specifically, there is the resonant (avalanche­like)

state, which is regulated by resonant turbulent transport, with its temperature profiles are

relatively flat (near marginal state). The non­resonant state, which is regulated by non­

resonant turbulent transport, has steeper profiles than the resonant state. During the evo­

lution of the model, a quasi­periodic pattern of profiles spontaneously emerges, in which

the two states are arranged as alternative layers in space. This thesis analyzed this stair­
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Abstract

case profile system and obtain the following results from a theoretical perspective: a) the

feedback processes during the staircase formation, b) an estimation of the critical value of

the boundary heat flux, above which the staircase will be triggered, c) the estimation of

the step size. Comparing to older studies: The resonance mechanism through trapped ion

precession, 𝐸 × 𝐵 mean flow and trapped ion mode is new; the resonant transport is, on

one hand, a newmechanism for𝐸 ×𝐵 staircase formation, on the other hand, a newmech­

anism for collisionless saturation of zonal flow. This thesis obtains the staircase trigger

condition for the first time and obtains the relationship between step size and the banana

orbit width, the ratio between resonant and non­resonant transport, and the boundary heat

flux for the first time. This work is related to ITB and may suggest some new scenarios,

like an enhanced confined L mode.

Since the potential vorticity conserving system in this thesis is based on trapped ion

mode, there is also the possibility of further generalization to the problems of energetic

particles and turbulence interactions.

Keywords: fusion; turbulence; mesoscopic evolution; self­organization structure; 𝐸 × 𝐵
staircase
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符号和缩略语说明

符号和缩略语说明

𝜌𝑖 离子回旋半径

𝛿𝑏 捕获离子轨道宽度

𝑎 托卡马克小半径

𝑅 托卡马克大半径

𝜀0 托卡马克环径比倒数

𝜙 电势

𝑇𝑖 离子温度

𝛺𝐷 捕获离子进动速度

𝛺𝑍 𝐸 × 𝐵环向平均流速
ELM 边界局域模

MHD 磁流体

ITG 离子温度梯度模

ETG 电子温度梯度模

TIM 捕获离子模

TEM 捕获电子模

SOL 刮削层

ETB 边界输运垒

ITB 内部输运垒

RMP 共振磁扰动

SMBI 超声分子束注入

ZF 带状流

GAM 测地声模

DW 漂移波

SOC 自组织临界

BTW Bak，Tang和Wiesenfel在 1987发表的文章《Self­Organized Crit­
icality: An Explanation of 1/𝑓 Noise》

BES 束发射谱诊断

JRS 反射对称性

HW Hasegawa–Wakatani
PV 势涡

PE 涡量拟能
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对人类社会而言，能源是驱动现代文明运行、发展的基石。从人力为主的原始

社会、农耕社会，到以化石能源为主，太阳能、风能、核能为辅的现代社会，了解

和掌握新形式的能源都代表了文明的进步。另一方面，文明的发展过程中，面临改

造环境、城市扩张、提高生活质量、探索未知领域等问题，从而产生了对能源的无

上限的需求。对现代人而言，以电力为代表的能源已成为像空气、食物那样的生

活必需品。但是从现实的角度看，能源不是无限的，且各种形式的能源也有不同

的获取成本。这里的成本不仅仅指经济上的，也包括开采、排放等带来的环境成

本。而随着环保理念的深入人心，人们对低环境影响的清洁能源的渴望也日益强

烈，乃至于成为部分地区和国家主要关心的政治议题。在形形色色的能源形式中，

聚变能源由于燃料储量大、CO2 排放量低、废物排放少等优势，常常被描绘为符

合大众期待的所谓 “终极能源”。

对聚变来说，处于或接近燃烧状态的介质都处在高温等离子体态。约束这样的

高温等离子体可以采用的方式主要有两种：惯性约束和磁约束。在数十年的磁约

束聚变等离子体研究中，形成了以托卡马克（Tokamak）和仿星器（Stellarator）两

种装置为主的研究现状。为了判断实现可控核聚变需要满足的条件，Lawson提出

了等离子体点火（即无需外部加热维持聚变发生）条件[1]，即 Lawson判据 𝑛𝑇 𝜏𝐸 >
1021m−3 keV s。其中 𝑛为等离子体密度，𝑇 为等离子体离子温度，𝜏𝐸 是能量约束

时间。等离子体中离子和电子的对流扩散等输运过程越强，约束时间越短。

为了解释实验中观察到的输运现象，经过多年的研究，学术界经历了从库仑碰

撞输运，到新经典（Neoclassical）输运，再到反常（Anomalous）输运的认识过程。

现在普遍的观点是反常输运和湍流有关，例如离子温度梯度模（Ion Temperature

Gradient, ITG）、电子温度梯度模（Electron Temperature Gradient, ETG）、捕获电子

模（Trapped Electron Mode, TEM）等激发的湍流。虽然已经经过了数十年的研究，

但是人们对托卡马克中的电磁湍流的了解还是很有限。主要原因包括：

• 物理尺度跨度大，𝜌𝑖 < 𝑙 < 𝑎。其中 𝜌𝑖是离子回旋半径，处于微观尺度，大约

为 10−3m量级；𝑎是装置尺寸，处于宏观尺度，量级为 m

• 实验测量困难、可接近性差

• 数值模拟复杂、计算量大

• 集群模式（Collective Mode）种类繁多

• 存在输运分岔现象、非线性过程等

1
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所以，虽然湍流输运在约束托卡马克等离子体中的重要作用已经受到广泛认可，但

是仍有许多尚未解决的问题，一个重要的例子是离子热输运偏离回旋波姆定标率

（gyro­Bohm scaling），这一现象现象意味着托卡马克等离子体湍流中可能存在所

谓的介观物理过程（即处在介观尺度的物理现象）。同时，人们现在除了关心约束

时间的计算，也十分关注诸如高能量粒子参与的多尺度过程、刮削层（Scrape­off

Layer, SOL）与芯部耦合、动量和粒子输运、剖面预测和演化等问题。这些问题都

涉及湍流输运，并或多或少与介观尺度物理过程相关。本课题研究的主题是托卡

马克中的介观物理过程，特别是湍流自扩散和 𝐸 × 𝐵台阶这两种现象。

1.1 研究背景

1.1.1 回旋波姆定标率的失效

在研究聚变的过程中，人们引入了定标率（Scaling）的概念，用以描述物理量

等随参数的变化关系。对漂移波湍流而言，可以用一个简单的混合长度模型估计

湍流输运系数的大小，即输运系数 𝐷 ∼ 𝑣∗𝑙，其中 𝑣∗为逆磁漂移速度，𝑙为湍流特
征长度[2]。在托卡马克中，𝜌𝑖 < 𝑙 < 𝑎，于是在 𝑙取不同值时有：

𝐷 ∼ 𝑣∗𝑙 ⟹
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝐷 ∼ 𝑣∗𝑎 ∼ 𝜌𝑖𝑣𝑇 𝑖 ∼ 𝐷𝐵，Bohm scaling

𝐷 ∼ 𝑣∗𝜌𝑖 ∼ 𝜌𝑖
𝑎 𝜌𝑖𝑣𝑇 𝑖，gyro­Bohm scaling，即𝐷 ∼ 𝜌∗𝐷𝐵

(1.1)

其中 𝜌∗ = 𝜌𝑖/𝑎。当湍流特征长度在微观尺度 𝜌𝑖 上时，输运系数应当遵循回旋玻姆

定标率；当湍流特征长度取在宏观尺度 𝑎时，输运系数应当遵循玻姆定标率。在
实际的 L模实验中测量得到的结果显示湍流特征长度确实为数个 𝜌𝑖，但是输运系

数却遵循𝐷 ∼ 𝜌𝛼
∗𝐷𝐵，其中 𝛼 < 1, ∼ 0.6 − 0.7，这明显偏离回旋波姆定标率[3, 4]。偏

离回旋波姆定标将会为实现聚变带来更多的困难，具体可见下面的例子。

一个简单的定标模型可以表征聚变功率输出和装置尺寸（小半径 𝑎）及环向磁
场（𝐵𝑡）之间的关系

[5]：

𝑃fus
𝑃loss

∝ 𝐵(7+2𝛼)/3
𝑡 𝑎5(2+𝛼)/6 (1.2)

从这个关系可以得出结论，不同的 𝛼 对聚变功率增益有巨大影响。从直观的角度
说，遵循不同定标率的装置在实现点火时所需的最小尺寸可以相差近乎一倍，如

图 1.1所示。对聚变堆而言，尺寸相差一倍，可能带来建造成本上数倍到数十倍的

差异。幸运的是，在 H 模下，由于边界输运垒（Edge Transport Barrier, ETB）的

存在，等离子体输运整体遵循回旋玻姆定标率，但是上述离子热输运对定标率的

偏离问题仍未解决。而 H模本身也存在边界局域模等问题，从而需要发展诸如共

2
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振磁扰动（Resonant Magnetic Perturbation, RMP）或超声分子束注入（Supersonic

Molecular Beam Injection, SMBI）等 ELM缓解手段。所以在H模之上更进一步，寻

找合适的所谓 “先进运行模式”是十分必要的。而理解托卡马克中的湍流输运则有

助于达成这个目标。

图 1.1 归一化约束时间和相对回旋半径之间存在的 Bohm和 gyro­Bohm定标率。数据点
来自 DIII­D和 JET运行在 ITER­like ELMy H­mode[5]

回到湍流输运物理的角度，上面提到的实验结果偏离回旋玻姆定标率背后的物

理问题是：特征长度在数个 𝜌𝑖的集群扰动是如何导致一个等效大小为 𝑙𝑥 ∼ 𝜌𝛼
𝑖 𝑎1−𝛼

的混合长度的？注意到这一混合长度处在微观 𝜌𝑖 和宏观 𝑎之间，故可以称其为介
观尺度（Mesoscopic Scale）。所以回旋波姆定标率失效这一现象背后应当伴随着介

观尺度的物理过程！

1.1.2 介观物理过程

托卡马克等离子体湍流中的很多现象都可以归类为介观尺度现象，比如：湍

流自扩散（Turbulence Spreading）、雪崩输运（Avalanche）、带状流（Zonal Flow）、

还有最近十年内发现的一种新现象：𝐸 × 𝐵台阶等。
湍流自扩散本质上是湍流的一种自散射（自扩散）过程，即湍流被自身所引

起的输运过程作用，表现为在某处激发的湍流会迁移弥散到另一处。在数学形式

上，多用一个关于湍流强度量或湍流能量的反应–扩散方程描述，与湍流的 𝐾 − 𝜀
模型相似。模型给出的锋面解（Front，或 Leading Edge）可以描述湍流强度包络的

传播、弥散等过程。

雪崩输运与自然界的雪崩现象相似，是多尺度系统的一种本征过程，而聚变

等离子体中天然存在着显著分离的多尺度。雪崩输运表现为在弛豫过程中，一系

列的单元（Cell）顺序地释放或转向，引发很强的瞬时通量。所以雪崩能轻易引起

3
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超过单元尺度，并快速影响系统尺度的输运，通常也会使得概率分布函数具有肥

尾。可用一个推广后的 Burgers方程以及其激波解来描述雪崩输运。

湍流自扩散和雪崩输运是两种不同但又相互作用的现象。两者都来自于湍流

激发的非线性径向传播，都会在托卡马克中引入非局域的湍流，从而破坏局域形

式的 Fick定律，即通量和梯度遵循的 𝛤 = −𝐷∇𝑃 关系。并且由于在实验中计算输
运系数时，常常依赖局域形式的通量梯度关系，所以得到的结果自然受到湍流自

扩散或雪崩输运这类会引入非局域湍流的介观现象的影响。

另一个重要的介观物理过程是自组织漂移波产生的带状流（Zonal Flow, ZF），

即平均极向对称的条带状 𝐸 × 𝐵 剪切流。带状流本身是自然界和实验室中广泛存
在的一种现象。在自然现象中，最广为人知的例子就是木星大气中的环带状结构。

在实验室中，𝐸 × 𝐵剪切流和带状流在提高等离子体约束等方面的重要作用已是广
泛共识。带状流也已成为了托卡马克等离子体漂移波（Drift Wave, DW）湍流研究

中的基本组成，并且形成了可称为 “DW­ZF湍流”的研究范式[6]。带状流的研究极

大地推动了可控聚变的发展，同时也加深了人们对自然界中的自组织过程的理解。

随着近年来数值模拟和测量手段的发展，人们又发现了托卡马克中另一种介

观物理过程：𝐸 × 𝐵台阶。在 𝐸 × 𝐵台阶中，既存在类雪崩输运的区域，其对应的
压强剖面较为平缓；也存在所谓的带状流或 𝐸 × 𝐵剪切层阵列（Array）区，其对

应的输运较弱，压强剖面较为陡峭。这两种区域在空间上交替出现，从而使得温

度、密度或压强剖面呈现类似台阶的准周期模式（Quasi­periodic Pattern）。理论上

来说，湍流也可以通过自扩散浸润或穿透 𝐸 × 𝐵 剪切层形成的微输运垒从而在台
阶中发挥作用。归结起来可以说，𝐸 × 𝐵台阶是湍流自扩散、雪崩输运、𝐸 × 𝐵剪
切流三种介观物理过程相互作用、竞争共存的一种实现（Realization）！

在 𝐸 × 𝐵台阶这一现象中，既存在类雪崩输运，也包含了 𝐸 × 𝐵剪切层列，两
者交替出现，系统呈现出有趣的自组织行为和多解性。台阶现象可以启发一系列

的问题，比如：

• 被一系列微输运垒分隔的湍流活跃区宽度大概在数十个离子回旋半径[7]，从

而自然地给出了一个介观尺度的混合长度。这与回旋玻姆定标率的失效是否

存在联系？

• 在部分模拟中还可以看到 𝐸 × 𝐵台阶的融合现象[8]，由此引申出：是否可以

通过一系列台阶融合形成内部输运垒（Internal Transport Barrier, ITB）？

• 在部分实验中观察到多级输运垒似乎比单级输运垒的约束效果好[9, 10]，那么

𝐸 × 𝐵台阶能否成为一种可行的新运行模式？
可以看到这些问题对解决聚变等离子体研究中存在的一些困难给出了很多启
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发性的思考。但是要真正回答上面的问题，就必须深入理解 𝐸 × 𝐵台阶形成的物理
机制，其中最关键的是理解台阶尺度的涌现机制！但是到目前为止，无论是模拟上

的结果[11]，还是各个装置实验上的初步测量，如 ToreSupra[7]、DIII­D[9]，KSTAR[12]，

HL­2A[13]等，都没有显示出剪切层的位置和有理面有直接关联，台阶形成机制仍

然是一个尚待解决的问题。

1.2 国内外研究现状

本节将对国内外近年来关于托卡马克中介观物理过程的研究做一个简要的回

顾，其中特别关注的两个过程是湍流自扩散和 𝐸 × 𝐵 台阶。除了实验和模拟结果
外，我们会更关注理论方面的研究现状。

1.2.1 湍流自扩散

现如今，大部分的磁约束聚变研究中对湍流的认识仍然建立在一个局域模型

的概念上——局域梯度作为线性增长的 “源”为湍流注入能量，直至达到非线性饱

和——所以没有脱离一般性的 Fick定律的描述。然而实验上却观测到弱梯度线性

稳定区却有着远超预期的等离子体输运水平[14]，或者在弱梯度的 SOL区有着强湍

流[15]。这类现象意味着湍流可能侵入或浸润（Penetration）到线性稳定或弱不稳定

的区域内，从而带来非局域的湍流，出现局域模型无法解释的现象，即所谓的湍流

自扩散（Turbulence Spreading）现象。本节下面对湍流自扩散现象在理论、模拟、

实验方面的研究现状做一个回顾。

从理论的角度说，湍流自扩散过程一般用一个关于湍流强度的反应–扩散方程

描述。最初，为了研究模拟中观察到的定标率问题，T. S. Hahm和 P. H. Diamond引

入了下面的湍流强度方程[16]：

∂𝐼
∂𝑡 = ∂

∂𝑥𝜒(𝐼)∂𝐼
∂𝑥 + 𝛾(𝑥)𝐼 − 𝛼𝐼1+𝛽 (1.3)

其中包含了湍流自扩散问题中最基本的三个因素，即方程中等号右侧依次的：非线

性输运、线性增长、非线性饱和。这个模型和𝐾 −𝜀模型具有相似性[17, 18]。式(1.3)右

边第一项代表了非线性自散射项，其中的输运系数同湍流强度相关 𝜒(𝐼) ∼ 𝜒0𝐼𝛽。

在弱湍流近似下有 𝛽 = 1，强湍流中则可以取 𝛽 = 1/2。𝛼是非线性耦合系数。𝜒0和

𝛼也可以是空间位置的函数。在这个模型中，若 𝛽 = 1，可以得到湍流的饱和水平
为 𝐼(𝑥) ≃ (𝛾(𝑥)/𝛼)1/𝛽，该结果符合混合长度理论给出的估计。非线性输运项可以从

对 𝐸 × 𝐵非线性的多尺度闭包给出[19]。简单来说，就是可以对模式尺度 k和包络

5
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图 1.2 (a)图中，在线性不稳定区内，湍流通过一个稳定的波前传播[20]。(b)图给出一种湍
流自扩散的机制，即逆向级联产生大的对流单元，从而有效地输运小尺度湍流和内能[21]

尺度分开处理，假设 ∇ → 𝑖k + ∂𝑥。于是可以将非线性项做如下转化：

∑
k′

(k ⋅ k′ × b)2𝑅k,k′𝐼k′𝐼k → − ∂
∂𝑥𝐷𝑥

∂
∂𝑥𝐼k + 𝑘2

⟂𝐷k𝐼k

其中𝑅k,k′ 是决定相关时间的响应函数，𝐷𝑥 = ∑k′ 𝑅k,k′|𝛿𝑣𝐸,k′|2，𝐷k = ∑k′(k ⋅k′ ×
b)2𝑅k,k′|𝛿𝑣𝐸,k′|2。基于该模型，在设定增长项 𝛾(𝑥)在空间中的分布和其他参数后，
可以研究湍流强度 𝐼 的演化，比如图 1.2左图中湍流以一个稳定波前（Front）的

形式在一个恒定的线性增长区中传播。

方程 (1.3)因其形式简单而被广泛应用和拓展，但是本质上还是一个唯象模型。

虽然可以从 Fokker­Planck类型的分析给出其形式，但是要求扩散的概率分布函数

的二阶矩是有限值[20]，这一条件在 𝑃 (𝛥𝑥)满足幂律分布时可能不满足。另外，对
模型 (1.3)本身有两方面的思考：

1. 方程 (1.3)是从唯象的角度提出的一个单场反应–扩散模型，那么是否可以从

统计闭包的角度给出一个湍流自扩散的系统化的理论？

2. 带状流在湍流自扩散中起到了什么作用？

Grücan等在 [21] 中对第一个问题给出肯定的答案。他们在 Hasegawa­Wakatani的

框架下，讨论了非线性波耦合以及实空间中湍流的扩散，经过闭包处理等方法给

出了如下的模型：

∂
∂𝑡𝐾 + 𝑣gx

∂
∂𝑥𝐾 − ∂

∂𝑥 (𝐷1𝐾 ∂
∂𝑥𝐾) = 𝛾(𝛽𝑁 + (1 − 𝛽)𝐾) − 𝛾NL𝐾2 (1.4)

∂
∂𝑡𝑁 + 𝑣gx

∂
∂𝑥𝑁 − ∂

∂𝑥 (𝐷2𝑁 ∂
∂𝑥𝑁) − ∂

∂𝑥 (𝐷3𝐾 ∂
∂𝑥𝑁) = 𝛾(𝛽𝐾 + (1 − 𝛽)𝑁) − 𝛾NL𝑁2

(1.5)

在这个模型中，扰动能量分为动能和内能。总的来说，动能倾向于传输到大尺度，

6



第 1章 引言

如同二维湍流中的逆向级联（Inverse Cascade）；而内能则散射到小尺度，即正向

级联（Forward Cascade）。于是通过逆向级联产生的大尺度对流单元可以有效地扩

散湍流，特别是对内能的扩散，如图 1.2右图所示。基于上述能量分割，方程也转

化为分别关于动能 ⟨ ̃𝜙2⟩和内能 ⟨( ̃𝑛/𝑛0)2⟩的两个反应–扩散方程。这一方程可以在

一定条件下回归到前述的单场方程 (1.3)。该模型对第二个问题也给出了启发性的

回答，即湍流自扩散中带状流阻尼可能是重要但不主要的效应。另外，因为 GAM

本身可以独立传播，所以湍流­测地声模（Geodesic Acoustic Mode, GAM）在湍流

散射上的效率如何也是一个未来值得关注的问题[22]。要进一步回答带状流和湍流

自扩散的相互作用问题，可能需要将更多的剖面演化过程纳入系统，这便和后文

中的 𝐸 × 𝐵台阶问题联系起来。
基于模型 (1.3)，人们从理论角度还提出了许多拓展，比如加入 𝑣𝑔𝑥∂𝐼/∂𝑥群速

度项来近似环效应带来的邻近极向共振[20]，数值上也显示出环向耦合可以导致扰

动波前的弹道式传播[15]，或者引入扰动密度等建立多场模型[23, 24]，然后应用在了

和 ITB相互作用[25]、密度剖面褶皱[26]等研究中。

对实验和模拟来说，湍流自扩散的重要性首先体现在对装置的约束定标的影响

上。正如论文在研究背景中提到的，当今大多数托卡马克装置呈现出趋近于 Bohm

而不是 gyro­Bohm的离子热输运定标率。实验观察到的湍流涡旋尺度大概在几个

离子回旋半径[27, 28] 𝑙𝑒𝑑𝑑𝑦 ∝ 𝜌𝑖，那么从混合长度分析给出的输运系数应当是 gyro­

Bohm量级的。这和实验上观测到的 Bohm定标之间存在着明显差异[15, 27, 29]。为

了解释这些现象，人们开始逐渐关注湍流自扩散对输运系数的影响，但是由于实

验测量上的困难，所以现有研究多以数值模拟为主。

在早期的 GTC 模拟中发现扰动强度剖面和离子热扩散系数呈正相关，而且

随着装置尺寸的增大，输运系数似乎出现了从所谓的 “Bohm” 定标转变为 “gyro­

Bohm”定标的现象[30]，如图 1.3左所示。人们认为造成这一现象的原因是湍流自

扩散，并基于方程 (1.3)估计了装置尺寸变化对输运系数的影响如下[4, 30]：

𝜒𝑖 = 𝜒𝑖0
1 + ∆𝑥/𝑊 (1.6)

其中，𝜒𝑖0是没有湍流自扩散时的离子热扩散系数，遵循回旋玻姆定标率，∆𝑥是湍
流浸润到稳定区的深度，𝑊 是不稳定区的半宽度，与 gyro­Bohm的偏离由 ∆𝑥/𝑊
表征。表达式 (1.6)显示，当装置尺寸或不稳定区宽度𝑊 增大时输运系数将会逐渐

回归到 𝜒𝑖0。要验证这一理论，最重要的是给出湍流浸润稳定区的深度 ∆𝑥。在固定
𝑊 /𝑎 = 0.25后，令 (𝜌∗)−1 = 𝑎/𝜌𝑖的值从 125到 500变化，发现有 ∆𝑥 ≃ 25𝜌𝑖，于是

得到了湍流穿透深度的大小为 ∆𝑥/𝑊 ≃ 100𝜌∗。基于此，公式 (1.6)可以同图 1.3中

观察到的从 Bohm到 gyro­Bohm转换吻合。不过在其他模拟中[31, 32]，对𝑊 /𝑎和 𝜌∗

7
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图 1.3 (a)图离子热输运系数随装置小半径变化，遵循从 “Bohm”到 “gyro­Bohm”定标的
变化关系[4]；(b)图采用 𝜌∗,eff = 𝜌∗/2𝑊 表征系统尺寸，并比较了不同回旋动理学程序的结

果[31]

扫描后显示，或许 𝜌∗,eff = 𝜌∗/2𝑊，而不是 𝜌∗才是合适的用于描述偏离 gyro­Bohm

的无量纲数，如图 1.3右所示。实际上，如果这里湍流自扩散的图像成立的话，那

么湍流强度以及输运系数其实一直都是遵循 gyro­Bohm定标率的，图 1.3中标注

的所谓的 “Bohm”区反而会带来一些理解上的困难。但是总的来说，湍流自扩散可

以引起湍流强度和输运系数的出现如图 1.3 中随装置尺寸的变化是已被广泛接受

的结果，只是在具体参数大小等问题上还有一些争议。

值得一提的是，[33]中指出可以通过一个简单的非局域关系解释回旋动理学模

拟中广泛观察到的图 1.3 这种现象。因为通常在模拟中使用的增长率区间都较为

陡峭，有明确的增长区间，所以他们提出只需要假设在模拟中真正发挥作用的是

一个非局域的线性增长率：

𝛾nonloc(𝑥) =
∞

∫
−∞

d𝑥′/(2𝐿) exp [−|𝑥 − 𝑥′|/𝐿] 𝛾(𝑥′) (1.7)

湍流自扩散受到了非局域效应的增强，而模拟中观察到湍流强度便和该非局域增

长成正比。正如式 (1.7) 所示，该非局域增长是局域增长率 𝛾(𝑥) 与一个指数衰减
的非局域核卷积平均后的结果。当然这个模型的问题在于，如何确定这里的非局

域性宽度 𝐿。在 [33] 中仅仅做了一些启发性（Heuristic）的分析，没有真正给出

这里非局域性的物理来源。并且由于这样的非局域效应并不强烈，当时也并不确

定这样的非局域性是否存在，我们也没有看到有任何研究跟进这一问题。而在本

论文的第 3章中将会给出这个问题的答案：即托卡马克中存在一个内秉非局域性

（Intrinsic Nonlocality），其大小为香蕉轨道宽度，并且我们从理论上给出的非局域

性形式与式 (1.7)相同！

从实际运行的角度看，除了定标率问题外，磁剪切 ̂𝑠 = d ln 𝑞/d ln 𝑟 和安全因

8
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子 𝑞对湍流自扩散的影响也是值得研究的问题。回旋动力学代码 gKPSP中给出的

结果是湍流自扩散受到磁剪切的强烈影响，而安全因子本身的影响并不大[34]，同

时结果也暗示了在准确描述托卡马克中等离子体输运时非局域机制是必不可少的，

如图 1.4 所示。环向流剪切对湍流自扩散的抑制作用也只在低磁剪切的情况下效

果明显[35]。

图 1.4 不同磁剪切下的 (a)湍流波前位
置 (b)浸润深度。安全因子对湍流自扩散
的抑制只在低磁剪切下效果明显[34]

图 1.5 方程 (1.3) 随时间的演化，参数
与图 1.6中 GTC模拟参数相似[36]

图 1.6 GTC 模拟中湍流强度随时间的
演化[36]

湍流自扩散在芯部边界耦合问题中也起到了重要作用。通常来说，在聚变研

9
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究中会将托卡马克分为三个区域：中心锯齿区，中部约束区或芯部区，以及一个边

缘或台基区，其中台基区是芯部输运的边界。但是湍流自扩散可能使得 L模中边

缘区的强湍流进入到芯部的弱湍流区，从而模糊了边界和芯部的区分，也就是说

或许芯部和边界的定义在 L模下并不完备。而这也同 L → H转换过程中芯部湍流

减少这一关键特征联系起来。基于 GTC模拟的研究给出了从边缘向芯部的湍流自

扩散过程[36]，如图 1.6所示。图 1.5则是模型 (1.3)在与图 1.6中 GTC模拟相同参

数下给出的结果，从而证明了模型 (1.3)给出的图像是有效的。湍流自扩散在输运

垒存在时，可能使得湍流穿过该输运的垒[20]。在 [37]中用 GTS代码对该过程进行

了研究，如图 1.7所示，其中的强径向电场剪切区为输运垒。

图 1.7 GTS 模拟给出湍流在径向上可以穿
过不同大小的径向电场剪切形成的输运垒[37]

图 1.8 在靶等离子体 (a)和 ITB等离子体 (b)
中测量的红外密度扰动（蓝）和等离子体密

度剖面（红）。第二行为 FULL代码计算的线
性增长率[38]

关于湍流自扩散的模拟证据有很多，但是仍然需要相关的实验证据支持。在

JT­60U的线性稳定区中观测到非零的扰动和反常输运[38]，如图 1.8所示。这意味

着其中可能发生了湍流自扩散，但是更直接的证据还需要看到扰动从不稳定区到

稳定区传播的时空演化。这样的测量非常有挑战性，因为在稳态，实验中测量到的

总是一个受到多种机制共同作用的结果，其中包括局域非线性饱和及非局域效应

等。一种解决方法是研究输运垒刚刚建立或崩塌瞬间之后的等离子体。比如使用

束发射谱（Beam Emission Spectrum, BES）诊断观察芯部在 H模转换和边界输运

垒形成之前、之中和之后的密度扰动强度[39]，如图 1.9所示。芯部的湍流扰动强度

在 H模转换之后迅速降低，而这并不能由局域稳定性理论或模型去解释。在 TJ­II

中，通过在不同位置观测径向电场和密度扰动在 H → L转换中的变化发现：在 H

模下，湍流在 𝐸 × 𝐵剪切层外强，剪切层在 H → L转换之前减小，而芯部湍流则以

相近的时间尺度增加[40]，如图 1.10。这些结果通过观测湍流强度变化，证明了湍

流自扩散在 H → L转换过程，以及前面提到的边界–芯部耦合中发挥了重要作用。
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图 1.9 在 𝑟/𝑎 = 0.65处用 BES观察密度
扰动随时间变化[39]

图 1.10 (a)线平均密度和𝐻𝛼信号随时间的演化，
(b) 𝐸𝑟 和 (c)密度扰动在相对 𝐸𝑟 剪切不同位置时
随时间的演化[40]

另一种实验上直接研究湍流自扩散的方法是研究磁岛和湍流的相互作用。磁

岛内部的剖面十分平坦，从而形成了一个可以被明确区分的稳定区和不稳定区。于

是磁岛成为了一个很好的观察湍流自扩散过程的对象。在 HL­2A中观察到磁岛中

出现了高于噪声水平的扰动功率，而由于磁岛内剖面平坦，湍流的局域驱动是可

忽略的，所以应当是湍流经由自扩散进入了磁岛[41]，如图 1.11所示。利用 ECEI等

测量手段，在 KSTAR中可以直观地看到湍流自扩散穿过磁岛的过程[42]，如图 1.12

所示。

图 1.11 磁岛中穿过 X­点（粉
色）和 O­点（蓝色）的温度扰
动功率剖面[41]

图 1.12 磁岛附近单次湍流自扩散事件中电子温度 𝑇𝑒
的相对变化[42]
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1.2.2 雪崩输运

因为雪崩输运和自组织临界现象存在着深刻联系，所以在回顾雪崩输运

（Avalanche）的研究之前，有必要先解释自组织临界（Self­Organized Criticality, SOC）

的概念。自组织临界描述的系统一般包含显著分离的尺度：基本单元尺度 𝛥和系统
尺度 𝐿，而 𝛥/𝐿 ≪ 1，在聚变等离子体中，对应于 𝜌∗ ≪ 1。SOC系统通过输运事件
或雪崩输运驰豫，过程中一系列单元顺序地释放或转向，引发瞬时通量。这种集体

转向可以理解为一种扰动（Fluctuation），于是雪崩输运可以用一种集群扰动模式

表示。从构造的角度来说，SOC中的驱动源是缓变的，而雪崩阈值则是由相互作用

主导。例如一个雪堆，雪花缓慢堆积，整个剖面中某一点超过了临界阈值从该点开

始引发雪崩。唯象地说，SOC是一个存在自相似性（服从幂率分布）同时没有被调

制的系统。幂率分布除了表征自相似性之外，还表明了中间尺度 𝛥 < 𝑙 < 𝐿的缺失。
SOC同 Zipf定律存在内在联系，即尺度为 𝛥的事件发生的概率为 𝑃 (𝐸) ∼ 1/𝛥(𝐸)。
SOC的另外一个特征是具有谱密度为 1/𝑓 的噪声[43]。

有关自组织临界的研究有两条路径，一条是源于水利学中表征时间序列的需

求，以 Hurst为代表；一条是对可乘事件、非高斯分布的研究，如对数正态分布、

Pareto­Levy分布的研究。两条路径的研究对象都是存在出间歇性、有分形性质、有

自相似性的系统。Hurst在 [44]中为了表征强非高斯分布现象（比如罕见的大洪水

（Noah Event）和长期的湿润期或干旱期（Joseph Effect））提出了一种利用自相似

模型分析时序事件的一般性方法：定义一个 Hurst指数，其为时间序列 𝐵(𝑡)在时间
间隔 𝑇 上的方差的期望值，

𝐸{[𝐵𝐻 (𝑡 + 𝑇 ) − 𝐵𝐻 (𝑡)]2} = 𝑇 2𝐻 (1.8)

当𝐻 = 1/2时，代表着我们熟悉的随机行走（RandomWalk），即布朗运动，并且当

1. 1/2 < 𝐻 < 1，系统保有一个持续的记忆，时间上呈现正相关，表现为长时间
持续的现象；

2. 0 < 𝐻 < 1/2，系统在高低值之间迅速地切换，时间上呈现反相关。
Hurst指数也可以用来表征动力学过程的记忆效应[45]，如图 1.13。在实际问题中，可

以使用 R/S分析给出 Hurst指数，其中 R是相较于标准偏差 S的累计偏差。值得一

提的是，Hurst指数同时和时间序列的分形维度D有关，1 < 𝐷 < 2并且𝐷 = 2−𝐻。
𝐻 和变量频率谱也有关系

⟨(𝛥𝐵)2⟩𝜔 ∼ 𝜔−𝛼 (1.9)

其中，𝛼 = 2𝐻 − 1。所以，如果𝐻 = 1/2，将会得到一个白噪声谱，而𝐻 = 1给出
一个 1/𝑓 的噪声谱。
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图 1.13 Hurst指数测量的是系统的记忆[45]

另一条 SOC研究线路起源于间歇性（Intermitency）与倍乘过程（Multiplicative

Process）的联系。我们知道，可加过程遵循中心极限定理并导致高斯统计，可以用

Fokker­Planck理论描述。但是对类似如下的倍乘过程

𝑋 =
𝑁

∏
𝑖=1

𝑥𝑖, 𝑥 = 0 or 2, each with probability 𝑝 = 1/2 (1.10)

则可用对数正态分布描述：

log𝑋 = log 𝑥1 + log 𝑥2 + ⋯ + log 𝑥𝑁 (1.11)

𝐹 (log𝑋) = 1
(2𝜋𝜎2)1/2 exp[

−(log𝑋 − log𝑋)2

2𝜎2 ]
(1.12)

在其他条件下也可能导出其他符合可加性原理的分布函数，这类分布函数统称为

Lévy分布函数[46]。对数正态分布、Zipf定律（尺寸为 𝛥的事件发生的概率为 1/𝛥）
和 1/𝑓 噪声都是互相关联的，并最终和自组织临界现象关联。
在 1987年，Bak，Tang和Wiesenfel（BTW）研究 1/𝑓 噪声建立的模型中[47]，

仅仅利用了非常简洁的抽象，但是却得出了一些十分深刻而有影响力结论：

1. 在统计系综的意义上，集群激发或雪崩是 SOC的一种内秉（Intrinsic）过程；

2. SOC的演化是 “几近”于稳定的；

3. 动力学最小稳定和空间尺度的结合导致了扰动在时间上的幂率分布；

4. 噪声通过 “多米诺”效应在簇（Cluster）中传播，扰乱了最小稳定状态，表现

为雪崩在时空上的传播；

5. 从远离平衡到一个吸引子是研究这个动力学系统的关键

在 BTW中使用了二维元胞自动机（Cellular Automata），设定的运行条件非常简单，

如图 1.14。简单来说就是当格点上的值超过临界值后向相邻四个格点扩散。在随

机设定初始值后，系统演化后最终达到一个稳定的状态。然后在某一格点施加一

13
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图 1.14 BTW中设定的元胞自动机规则[47]

图 1.15 自组织临界态中受到扰动

（比如黑色块区围绕的白色点）后出

现的最小稳定簇（黑色区域）[47] 图 1.16 沙堆模型功率谱[48]

个微小扰动后，将会发生一系列的雪崩过程影响或大或小一定范围内的格点，将

受到影响的格点称为自组织簇（Self­organized Cluster），如图 1.15中黑色部分所

示。对不同初值、不同扰动得到的簇大小做统计后发现其遵循 1/𝐿的规律，进而在
很高的精度上重现了 Zipf定律。

受到 BTW启发，Leo Kadanoff等人在 1989年提出了经典的沙堆元胞自动机

（简称沙堆模型）。其基本思想是，元胞数量𝑁 ∼ 𝐿/𝛥远远大于 1，这里的 𝐿是系统
尺寸，𝛥是元胞尺寸；在边界上，一侧是闭合边界（两侧元胞相等），另一侧则是
损失边界（元胞值为 0）。沙堆元胞自动机与托卡马克中等离子体可以在许多方面

建立类比关系，如表1.1所示。计算沙堆模型的功率谱 𝑆(𝜔)，给出的结果如图 1.16。

可以看到谱在结构上可以分为三个部分：

• 𝑆(𝜔) ∼ 𝜔(0)，代表影响系统全局的大尺度事件；

• 𝑆(𝜔) ∼ 1/𝜔，代表发生的事件具有自相似性，是重叠和互相作用的雪崩事件；
• 小尺度，无重叠的雪崩相互作用。

为了能更好地描述等离子体中的湍流，需要从上述的元胞自动机模型转换到

流体模型。这类流体模型首先是由 Hwa和 Kardar提出[51]，之后进一步被 Diamond

和 Hahm 发展[50]应用于等离子体。模型讨论的是一个超出 SOC 剖面的局域参量

14
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表 1.1 沙堆模型和湍流输运模型的类比[49]

环位形等离子体中的湍流输运 沙堆模型

局域扰动（涡旋） 格点（元胞）

局域湍流机制：局域不稳定性的临界梯度 自动机规则：临界沙堆梯度（𝑍crit）

局域涡旋导致的输运 不稳定时颗粒（Grain）移动（𝑁𝑓）

能量或粒子总量 颗粒的总数（总质量）

加热噪声或背景扰动 随机散布颗粒

能量或粒子通量 沙的通量

平均温度或密度剖面 沙堆的平均斜率

输运事件 雪崩

剪切电场 剪切流（风）

图 1.17 Bump沿梯度向下移动，Void向上移动，从而满足反射对称性[50]

𝛿𝑃 = 𝑃 − 𝑃𝑆𝑂𝐶，这个量可以是正或负，是温度或密度等，如图 1.17。如果动力学

过程是守恒的，则参量将满足

∂𝑡𝛿𝑃 + ∂𝑥𝛤 (𝛿𝑃 ) − 𝐷0∂2
𝑥𝛿𝑃 = ̃𝑆 (1.13)

其中包含了背景扩散和源项，待定的通量 𝛤 (𝛿𝑃 ) 可以通过反射对称性（Joint Re­

flection Symmetry, JRS）给出。反射对称性的主要依据是，一个鼓包（Bump）具有

性质 𝛿𝑃 > 0，那么它应当朝梯度方向移动；而空穴（Void）满足 𝛿𝑃 < 0，应当逆
梯度方向移动。这等效于要求做变换：𝑥 → −𝑥，𝛿𝑃 → −𝛿𝑃 时，通量的形式不变。
根据这些条件，可以将 𝛤 (𝛿𝑃 )展开为

𝛤 (𝛿𝑃 ) = ∑𝑚,𝑛,𝑞,𝑟,𝛼
[𝐴𝑛(𝛿𝑃 )𝑛 + 𝐵𝑚(∂𝑥𝛿𝑃 )𝑚 + 𝐷𝛼(∂2

𝑥𝛿𝑃 )𝛼 + 𝐶𝑞,𝑟(𝛿𝑃 )𝑞(∂𝑥𝛿𝑃 )𝑟 + ⋯]

(1.14)

上式的一个最基本最简单的形式为

𝛤 (𝛿𝑃 ) = 𝛼𝛿𝑃 2 − 𝐷∂𝑥𝛿𝑃 (1.15)
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于是，将上面的通量代入 (1.13)可以得到：

∂𝑡𝛿𝑝 + ∂𝑥(𝛼𝛿𝑃 2 − 𝐷∂𝑥𝛿𝑃 ) = ̃𝑆 (1.16)

这是一个包含噪声的 Burgers方程。在没有噪声的时候，这个方程存在激波解，在

这个模型里雪崩过程对应于一个激波的传播。这个模型可以被拓展到高维情形，还

可以包含时间延迟效应[52, 53]，在后面的 𝐸 × 𝐵台阶形成理论的回顾中会进一步展
开这一点。

现如今,在磁约束聚变等离子体中，对 SOC和雪崩输运的研究主要集中在三

个方面：剪切沙堆模型、数值模拟雪崩、在 L模中寻找 Hurst指数。剪切沙堆模型

以及其拓展被广泛应用在诸如边界局域模（ELM）的缓解这些问题中[54]。由于简

化的流体模型已经可以得到基本的雪崩输运物理性质，人们的研究重心已经逐渐

转移到回旋动理学模拟上[43]。最后，在实验测量上，可以观察到不同装置中 L模

等离子体中的 Hurst指数[55]都趋近于 0.7，如表1.2所示；最近在 KSTAR的实验中

也观察到了反射对称性（JRS）存在的证据[12]，如图 1.18所示。

图 1.18 归一化的温度扰动在不同径向位置的测量，灰色方框内为小的雪崩输运事件[12]

1.2.3 𝐸 × 𝐵 台阶

在前两节中介绍了湍流自扩散和雪崩这两种输运过程的研究现状。简单来说，

它们都会引入非局域的湍流，使得湍流输运增强。同时，如论文在研究背景中提到

的，带状流已成为漂移波湍流研究的基本组成部分，并且形成了研究托卡马克湍

流的所谓 DW–ZF范式。带状流（条带状的 𝐸 × 𝐵剪切流）从湍流中分走能量，一
般来说会减弱湍流，从而减弱湍流输运。这两类效果不同的介观物理过程都是由

湍流带来的，从而产生了一个问题：带状流和湍流自扩散、雪崩输运之间是如何相

互作用的？进一步来说，它们之间的相互作用会产生什么现象？近年来，随着数值

模拟和实验探测手段的发展进步而发现的 𝐸 × 𝐵 台阶现象便是这个问题的一种答
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表 1.2 不同装置中的 Hurst指数[55]

Device Number of
time series

⟨𝐻⟩in ⟨𝐻⟩out 𝜏𝐷(𝜇s) Self­
similarity
range (ms)

TJ­I 9 0.64 ± 0.03 0.70 ± 0.04 3.0 0.02­1.0

JET limiter 4 ... 0.52 ± 0.04 29.0 0.1­2.0

JET divertor 4 ... 0.63 ± 0.03 19.0 0.1­2.0

TJ­IU 21 0.64 ± 0.03 0.67 ± 0.01 6.0 0.1­2.0

W7­AS
𝜄𝑎 = 0.243

24 0.62 ± 0.01 0.60 ± 0.04 20.0 1­20

W7­AS
𝜄𝑎 = 0.355

29 0.72 ± 0.07 0.66 ± 0.06 19.0 1­20

ATF 20 0.71 ± 0.03 0.92 ± 0.07 34.0 1­12

RFX 29 0.69 ± 0.04 ... 3 0.03­3.0

Thorello 10 0.55 ± 0.04 ... 6 0.05­5.0

案，即湍流和剖面自发形成一种准周期性的模式（Quasi­periodic Pattern）。模式中：

1. 部分区域内湍流输运强烈，呈现类雪崩输运。受此影响，此类区域局域的剖

面较平缓；

2. 另一部分区域内湍流输运减弱，局域剖面陡峭，伴有剪切层。这类区域类似

小型 ITB。

两类区域在空间上交替出现，使得压强剖面形成类似台阶的准周期模式。因其和

𝐸 ×𝐵剪切层的强烈关联，故称其为𝐸 ×𝐵台阶。某种程度上可以说湍流借助𝐸 ×𝐵
台阶达成了一种对立统一的调和状态。对 𝐸 × 𝐵 台阶现象的理解仍在发展中，国
内外现有研究都主要从数值模拟和理论的角度出发，实验上的观测也是在近几年

才逐渐出现。下面对这些研究分别从模拟、实验、理论三方面做一个简要的回顾。

托卡马克中𝐸 ×𝐵台阶现象最早是在一系列的回旋动理学模拟中被观察到，其
中最具代表性的是 Dif­Pradalier等人的模拟结果[7, 11, 56]，如图 1.19所示。注意到图

中出现的温度梯度 ∇𝑇 的褶皱和 𝐸 × 𝐵 剪切层在空间上的重合关系，这说明两者
之间存在着很强的内在联系。

在考察台面（剖面较平缓）区域内的类雪崩输运时发现：该区域内的通量和

梯度之间似乎不遵循通常的菲克定律关系，而是遵循下面的非局域关系[11]：

𝑄(𝑟) = − ∫ 𝐾𝑟(𝑟, 𝑟′)∇𝑇 (𝑟′)d𝑟′ (1.17)

其中 𝐾(𝑟, 𝑟′)是一个卷积核，表征了某种待定的非局域效应。通过对模拟数据的分
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图 1.19 平均温度分布中的褶皱和 𝐸 × 𝐵 剪
切流的位置存在重合[11]

图 1.20 湍流自相关长度（蓝色点线）、

台阶宽度（绿色点）和影响长度（红线）

以及其他物理量的比较[11]

析，Dif­Pradalier等人发现该卷积核的分布函数似乎可以用 Lévy分布函数表示，而

Lévy分布函数的特点是具有发散的二阶矩，如图 1.21所示。Cauchy­Lorentz分布

函数作为 Lévy分布的一个特例，表达式为，

𝐾𝑟(𝑟, 𝑟′) = 𝛬
π

∆/2
(∆/2)2 + |𝑟 − 𝑟′|2 (1.18)

其中的 ∆表示一个径向的影响长度，在这里它表征了非局域性的强弱。将影响长
度 ∆、台面宽度、湍流自相关长度 𝑙𝑐 三者进行比较之后发现，台面区域的宽度与

∆的大小接近，与湍流自相关长度关系不大，如图 1.20所示。换句话说，这里台

阶的形成或许和热通量中非局域性有关，这也启发了一些从热通量角度出发的台

阶形成机制的讨论[52, 57]。从图 1.20可以得出一个重要的信息：台阶宽度（或影响

长度 ∆）是明显大于湍流相关长度的，处在了本论文研究背景中提到的介观尺度
上 𝑙𝑐 ≪ ∆ ≪ 𝑎！

图 1.21 热通量和温度梯度之间的卷积核可用一个 Cauchy­Lorentz分布函数近似[11]
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以上的结果都是利用 5维的 GYSELA动理学程序给出的，也存在通过其他简

化的动理学程序得到的𝐸 ×𝐵台阶。一个例子是Norscini等用 TOKAM2D程序得到

的结果中也出现了 𝑦方向上平均电势的准周期模式[58]，如图 1.22所示。TOKAM2D

程序中的几何因子 𝑔取值较小时，易于出现台阶。这对应于更接近 ITER的装置尺

寸，湍流模式的自组织时间更短，更倾向于形成台阶。

图 1.22 TOKAM2D 中不同几何因子 g
下的平均电势等高图：(a) 1.2*10−4，(b)
1.5*10−4，(c) 2*10−4，(d) 5.7*10−4[58]

图 1.23 TERESA 程序计算得到的参数 𝜆
取不同值时的温度剖面[59]

另一个例子是基于 Darmet模型的四维动理学程序 TERESA，也给出了剖面台

阶[59]，如图 1.23。这个程序类似于GYSELA，不过更为简化，同时相比 TOKAM2D

这样的玩具模型（Toy Model）又保留了更多的等离子体湍流自组织过程。通过调

整其中的参数可以改变观察到的台阶形状等。不过遗憾的是依然没有从中给出台

阶形成背后的物理机制。

总结下来，这些模拟程序给出了 𝐸 × 𝐵 台阶的一些基本的信息，除了前面提
到的台阶是两种输运状态决定的剖面在空间上形成的准规则模式之外，还有[56]：

• 𝐸 × 𝐵台阶是近临界的模式（Pattern）；

• 台阶需要低碰撞率，因为高碰撞率会将微带状平均流阻尼掉；

• 湍流中的通量可能是梯度的多值函数；

• 台阶和 𝑞剖面关联不强；
• Flux­driven系统更易驱动出台阶；

• 台阶宽度处在介观尺度。

特别是台阶宽度在介观尺度这一点，可能和 gyro­Bohm定标率的失效存在联系。台

阶的形成影响了输运，因为形成的一系列微输运垒有助约束回归到 gyro­Bohm定
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标。

实验测量 𝐸 × 𝐵台阶存在比较大的困难，首先需要时间分辨在 1到 5ms，因为

超出这个时间，在模拟中观察到的褶皱已经移动了数个台阶宽度，在时间上的积

分会抹去这些褶皱信息。其次，褶皱的空间尺度在十几个相对离子回旋半径，想要

捕捉到这样的梯度也十分困难。这样的高时空分辨率诊断，一般只能探测台基区，

但是台基区的碰撞率却高于 𝐸 × 𝐵 台阶形成的条件。最后，需要将台阶的结构和
演化同MHD隔绝，否则只能看到MHD的行为，也看不到台阶[56]。

首次在实验中观察到 𝐸 × 𝐵台阶存在的证据是 ToreSupra中，利用高分辨率快

速扫描 X模反射计测量湍流的径向相关长度分布[7]。发现结果中存在如图 1.24所

示的准周期性的相关长度减弱，实验结果和模拟结果之间的也可以找到对应。但

是该实验中测得的其实是一系列的准周期输运垒，它无法分辨出台阶和准周期的

𝐸 × 𝐵阵列的区别。

图 1.24 左图为模拟中剪切流–平均分布之间的相互作用，右上图为 GYSELA计算得到扰
动相关长度，右下为 ToreSupra中，反射计测量得到的相关长度，可见在 𝑆0, 𝑆1, 𝑆2, 𝑆3 处
可能存在剪切层，从而可能存在台阶[7]

在最近的 KSTAR实验中，观察到类雪崩输运事件和介观剪切流结构之间的相

互作用[12]，如图 1.25。在 L模等离子体中，利用 ECEI可以观察到温度扰动存在的

准周期分布，在大约 750 𝜇𝑠内，空间分布大约 5个离子回旋半径的温度扰动 𝛿𝑇𝑒向
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图 1.25 KSTAR 中 ECEI 测量得到温度台
阶[12]

图 1.26 HL­2A中 ECE和反射计测量得
到温度台阶[13]

图 1.27 DIII­D 中测量结果 (d) ­ (g) 为
扰动量和 𝐸 × 𝐵 环向转动频率沿径向分
布[9]

图 1.28 BOUT++ 对 EAST 中 Grassy
ELM和 Type­I ELM实验的模拟结果[10]，

注意到压强剖面 (a)中出现的两级台基

下移动了十几个离子回旋半径。长程大尺度的事件只在 𝑇𝑒 的剖面褶皱随着 𝑚 = 1
的扰动的出现而被破坏之后才出现。而 𝑇𝑒的剖面褶皱又紧随长程大尺度事件的结

束而开始。实验测得的褶皱宽度大约在 45 𝜌𝑖，大于在 Tore Supra中观察到的值。在

HL­2A中利用 ECE和反射计也得到了类似的结果[13]，如图 1.26。

最后，值得一提的是，虽然根据数值模拟给出的结论，在台基区的碰撞率较

高，不易形成台阶。但是在 DIII­D的一个实验中观察到边界输运垒的准周期震荡

行为，即剖面在一级台基和两级台基的状态间来回震荡[9]，如图 1.27所示。相比

于单级台基，电子温度密度、离子温度在双级台基期间都明显更高，这意味着一

21



第 1章 引言

个更高压强的 H模。利用 BES测量发现，台基顶部和台基中部的密度扰动在双级

台基阶段增强了，这是由于在此区域 𝐸 × 𝐵剪切对长波长不稳定性的不完全抑制。
而扰动的增强并没有破坏 H模的输运垒，相反，台基宽度和压强都变大了。利用

局域性的 CGYRO程序计算后发现，这可能和输运的分叉行为相关，即从 KBM限

制的输运转移到 TEM限制。偏滤器内打击点的热通量水平也发生着准周期性的变

化，主要的边界局域模被抑制，呈现出 grassy ELMs的状态。在 EAST中对 grassy

ELM实验的 BOUT++模拟似乎也在暗示此类 grassy ELM模式和多级台基存在关

联[10]，如图 1.28。在台基中观察到的这类台阶行为和前述的 𝐸 × 𝐵台阶似乎并不
相同，在理论上也还没有更多的解释，但是却显示出制造多级台阶这一方法在改

善装置约束方面非常有潜力!

为了解释 𝐸 × 𝐵 台阶的形成，人们提出了许多理论。问题的关键在于如何处
理湍流自扩散、雪崩输运、剖面演化、平均流剪切这些量之间的相互作用，进一步

给出触发台阶的条件，最终理解台阶尺度的涌现这个问题。目前有两种理论方法

发展起来：

1. 边值问题。湍流在一定区间内增长、饱和，最终形成台阶。机制上需要输运

出现分岔，表现为一个依赖于梯度的混合长度，导致双稳定性（Bistable）。

2. 初值问题。热通量在雪崩输运中相对梯度值存在时间延迟，在较大的反应时

间下，等效扩散系数出现负值导致阻塞不稳定性（Jam Instability）。

第一种方法基于 Hasegawa­Wakatani系统给出的 𝐾 − 𝜀模型[8, 60]，其中包含平

均密度 𝑛，平均涡量 𝑢，和湍流涡量拟能（Potential Enstrophy）ℰ。𝐸 × 𝐵台阶可类
比行星流体中有名的势涡（PV）台阶[61]。对 HW这样的漂移波系统或准地转湍流

系统，存在所谓的 Rhines尺度[62]，其被定义为涡旋的回旋率和三波错配频率相当

时对应的尺度，近似地有 𝑙𝑅ℎ ∼ √ℰ/|∂𝑥𝑞|。另一个重要的尺度是湍流力相关的尺度
𝑙0。这类模型认为由于势涡的非均匀混合，使得混合长度在势涡 𝑞 ≡ 𝑛 − 𝑢的梯度
不同时，混合长度会不同。为了计算平均通量，构造了一个依赖于势涡梯度的混

合长度：

𝑙mix = 𝑙0

(1 + 𝑙2
0[∂𝑥(𝑛 − 𝑢)]2/ℰ)

𝜅/2 (1.19)

其中存在对剖面梯度的依赖。势涡 𝑛 − 𝑢梯度较弱时，混合长度由湍流力尺度 𝑙0决

定；梯度较强时，混合长度近似为 𝑙 ∼ 𝑙1−𝜅
0 𝑙𝜅

𝑅ℎ。由于加入了对梯度的依赖，引入了

双稳定性（Bistablility），即系统可以存在两种稳定状态。模型可以给出密度分布

存在台阶的解如图 1.29。其中，台阶是缓慢变化的，小的台面会逐渐融合成大的台

面。另外，湍流自扩散的增强会使得台阶被抹平。基于相同模型，也有研究考虑了
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平均流剪切对台阶的影响，结论是 𝐸 × 𝐵剪切的作用不强[63]。这类模型最明显的

问题是 (1.19)的提出是完全唯象的，没有严格的推导过程。

图 1.29 左上图为向上传播的台阶；右上图中剪切层从产生的位置处离开，向边界传播；

左下图中密度梯度沿等离子体径向的变化[60]。右下图为随着参数 𝛽（表征湍流自扩散强
度）的逐渐增大，在模拟早期观察到的台阶数量减少[8]

第二种方法则是借助湍流热的雪崩输运与交通流的类比，考虑热通量相对温

度梯度的延迟响应[52, 53]。在一维的交通流中：由于驾驶员从对前车状况（即本地

车辆密度）判断到采取行动踩下刹车之间存在反应时间，导致车流和车密度之间

存在响应时间差，以致于在一定条件下可能发生阻塞/簇集不稳定性。在等离子体

中，类比到交通流，热量的雪崩输运和梯度如果存在时间延迟，当响应时间足够

大，则等效的输运系数为负，也可能产生不稳定性。首先给出温度扰动和雪崩输

运热通量的基本形式如下[50]：

∂𝑡𝛿𝑇 = −∂𝑥𝑄 (1.20)

𝑄 = 𝑄0[𝛿𝑇 ] = (𝜆/2)𝛿𝑇 2 − 𝜒2∂𝑥𝛿𝑇 + 𝜒4∂3
𝑥𝛿𝑇 (1.21)

这里的热通量遵循雪崩输运中的 JRS关系，其中的三阶导数项引起超扩散性从而

使模型稳定。考虑任何热通量中的“惯性”都可能导致时间延迟，

∂𝑡𝑄 = −1
𝜏 (𝑄 − 𝑄0[𝛿𝑇 ]) (1.22)

其中 𝜏 是热通量的驰豫时间，可以将其理解为实时热通量和准线性预测值之间的
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时间延迟。热通量弛豫时间对应于一个事实，即对雪崩输运而言，梯度发生瞬间

（极快速）的变化之后，热通量需要一定的时间对此作出反应。在这些考量下，方

程 (1.20)变成一个如下的非线性电报方程（Nonlinear Telegraph Equation）[52, 53]：

∂𝑡𝛿𝑇 + 𝜆𝛿𝑇 ∂𝑥𝛿𝑇 = 𝜒2∂2
𝑥𝛿𝑇 − 𝜒4∂4

𝑥𝛿𝑇 − 𝜏∂2
𝑡 𝛿𝑇 (1.23)

⟹ ∂𝑡𝛿 ̃𝑇 + 𝑣0∂𝑥𝛿 ̃𝑇 ≃ (𝜒2 − 𝑣2
0𝜏)∂2

𝑥𝛿 ̃𝑇 − 𝜒4∂4
𝑥𝛿 ̃𝑇 (1.24)

方程中存在两种特征速度，一是 𝑣0 ∼ 𝜆𝛿𝑇0，即幅度为 𝛿𝑇0 的脉冲的自然传播速

度；二是一个热通量的波动相速度，𝑣ph ∼ (𝜒2/𝜏)1/2。热通量驰豫时间较小意味着

热通量波动传播的更快；而较大的驰豫时间则对应于热通量脉冲传播快于热通量

波动，结果在线性化后的方程中体现为等效的扩散系数变为负值，出现簇集不稳

定性（Clustering Instability）。这种理论和第一种方法存在相同的问题，模型 (1.22)

中提出的延迟时间依然没有严格的推导。

在 (1.22)中延迟时间的具体表达式的研究上，Gürcan等在 [57] 中从漂移动理

学方程出发，利用两点相关函数理论，尝试构造出了类似的通量演化关系：

(
∂
∂𝑡 + v̄𝐸 ⋅ ∇) 𝑄 + ⟨ ̃𝑣𝐸𝑟∇∥ ̃𝑞∥⟩ + ⟨ ̃𝑣𝐸𝑟ṽ𝐸⟩ ⋅ ∇ ̄𝑃 + ∇ ⋅ ⟨ṽ𝐸 ̃𝑣𝐸𝑟 ̃𝑃 ⟩

− 𝑞 ∫ 𝑣1 ⟨ ̃𝐸∥1 ̃𝑣𝐸𝑟,1 ̃𝑓1⟩ d3𝑣1 + ⋯ = 0 (1.25)

⟹ ∂
∂𝑡𝑄 + 𝑛0 ⟨ ̃𝑣2

𝐸𝑟⟩ ∇𝑟 ̃𝑇 ∇𝑟 ⋅ 𝛤𝑄 + 𝛾𝑛𝑙 ⟨ ̃𝑣2
𝐸𝑟⟩ 𝑄 = 0 (1.26)

响应时间作为非线性项出现，从而可以认为热通量的演化遵循如下关系：

𝜏 ∂𝑄
∂𝑡 + 𝜏∇𝑟 ⋅ 𝛤𝑄 + 𝜒𝑖∇𝑟 + 𝑄 = 0 (1.27)

它会使得热通量在空间上弥散一个宽度 𝜆 = √𝐷𝜏，如图 1.30所示，该宽度对应于

空间上的一个格林函数卷积核的宽度。但是 (1.26)并没有真正给出响应时间（1/𝛾𝑛𝑙）

的具体形式，因为在该项研究中并没有真正去处理非线性三乘积项。同时这项工作

推导出的两点相关分布函数方程也不够直观。归纳起来，𝐸 × 𝐵的通量响应时间模
型是一种对 Fick定律的修正，可以在前面提到的一些模拟研究中看到这种修正可

能存在的证据[11]，但其仍是一个有待验证的猜想。最近的一些研究还发现，𝐸 × 𝐵
台阶的形成和输运的相位也存在关系[64]。另外一些研究发现，带状涡度和密度剖

面褶皱的耦合出现在了谱传输率中，并决定了剖面之间的相位[65]。

总体来说，𝐸 × 𝐵 台阶的理论研究仍在发展中，无论是梯度决定的相关长度
或是热通量响应时间延迟都是尚待检验的理论。要真正解决台阶形成机制的问题，

仍然需要讨论湍流、压强剖面、热通量、平均流等构成的多场演化系统，模型中

也可能需要适当考虑微观效应。本论文将在第 4章中给出一种新的台阶形成机制，
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图 1.30 不同通量梯度关系的示意图[57]

即通过 𝐸 × 𝐵平均流触发波与捕获离子的共振导致共振输运，进而形成台阶。

1.3 研究内容和研究意义

本论文的研究内容可以概括为从第一性原理出发，推导湍流自扩散和剖面台

阶演化模型，并用理论和数值方法加以研究，分析托卡马克中湍流自扩散的物理

过程和 𝐸 × 𝐵台阶的形成机制。
通过这项研究可以：一方面得到一个更为严格推导的湍流自扩散模型，以便发

掘出湍流自扩散中被忽略的物理过程（比如非局域性），从而更好地理解模拟和实

验现象；另一方面由于我们的剖面演化系统的推导过程更加严格，并且其中包含

了波–粒子共振作用，从而弥补了以往理论模型缺乏微观效应的缺点，为 𝐸 × 𝐵台
阶形成提供了新视角。剖面模型和湍流自扩散模型形成了一个较为完备的剖面–湍

流演化系统，并且具备拓展到高能量粒子–湍流等研究领域的潜力。对这一系统的

研究可以加深对托卡马克中的介观物理过程的理解，并在大规模数值计算的简化、

理解回旋玻姆定标率失效、探索聚变装置新运行模式等问题上有潜在应用。

1.4 研究方案

在研究方法上，论文以理论推导为主，同时结合数值计算进行分析。理论推导

过程可以概括为图 1.31。我们基于第一性原理，针对低频（湍流频率低于香蕉粒子

回弹频率，𝜔 < 𝜔𝑏）的类交换模等离子体湍流，将从一个经过回旋平均和回弹平

均简化的动理学方程（Kinetic Equation）出发，用求矩等方法给出温度扰动和电势

扰动等宏观量的演化方程。在后面可以看到，该宏观量系统可以转化为一个势涡

守恒系统。以此为势涡守恒系统为载体，利用相关函数（Correlation Function）和

闭包（Closure）等方法，可以得到湍流强度量或通量（如 ⟨ ̃𝜙2⟩k、⟨ ̃𝑉𝜓 ̃𝑇 ⟩k）的表达
式。对这些量，进一步使用 Fourier逆变换、Green函数等方法，可以得到其在实

空间中的表达式。利用这些物理量的表达式，我们一方面可以用数值和解析的方

法研究湍流强度（如 ⟨ ̃𝜙2⟩）的演化来讨论湍流自扩散问题；另一方面可以用通量
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表达式闭合剖面（如 ⟨𝑇 ⟩）的演化方程，从而讨论平均剖面是否存在台阶现象、如
何控制台阶产生、台阶的特性等问题。

在数值计算方法的选择上，对湍流自扩散问题中推导出的方程，采用成熟的

差分格式对方程离散化，在时间维度使用龙格库塔法。对剖面演化问题中推导出

的方程组，我们采用更为高效的数值直线法，将方程组转化为一组微分代数方程

求解。

动理学方程 ∂𝑡 ̄𝑓 + 𝛺𝐷𝐸∂𝛼 ̄𝑓 − [𝐽0𝜙, ̄𝑓 ] = 0 扰动量 ̃𝑇、 ̃𝜙演化方程
PV守恒

强度量 ⟨ ̃𝑇 2⟩k、⟨ ̃𝜙2⟩k，通量 ⟨ ̃𝑉𝜓 ̃𝑇 ⟩k

实空间 ⟨ ̃𝜙2⟩、⟨𝑇 ⟩、⟨𝜙𝑍⟩演化

1. 湍流自扩散模型

2. 平均剖面 ⟨𝑇 ⟩，∆𝜙𝑍 台阶
}

求矩

关联函数

闭包 Closure

Fourier逆变换

Green函数

解析、数值方法

图 1.31 研究路线图

本论文的内容结构为：在第 2章从一个简化的动理学系统（Darmet模型）推

导出一个势涡守恒系统，并对动理学系统描述的捕获离子模的色散关系进行讨论。

在第 3章将势涡守恒系统应用于湍流自扩散问题，给出一个包含显式非局域效应

的湍流自扩散模型，然后研究非局域效应对湍流自扩散的影响。在第 4章将研究

势涡守恒系统中平均剖面的演化，结合进一步拓展的湍流自扩散模型，得到一个

湍流–剖面演化系统，接着从解析和数值的角度分析剖面台阶的形成过程，给出新

的台阶形成机制和台阶特性。最后在第五章对博士课题工作进行总结。
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第 2章 势涡守恒系统

2.1 Darmet模型

对托卡马克中的等离子体而言，最基本的描述方式是粒子分布函数（Distribu­

tion Function），分布函数的相空间为 (x,p)。相空间可以被替换为一组作用量和角
度 (J, 𝜙)。对捕获离子而言，J = (𝐽1, 𝐽2, 𝐽3)是一系列绝热不变量，(𝜙1, 𝜙2, 𝜙3)是回
旋相位、回弹相位和进动相位。对低频等离子体湍流（𝜔 < 𝜔𝑏，𝜔𝑏 是捕获粒子回

弹频率的典型值）而言，三种相位中的回旋和回弹相位变化显著地快于系统时间，

并且有如下时间尺度的分离：

𝜔𝑡𝑖, 𝜔𝑏𝑖 > 𝜔𝑖
∗ > 𝜔 ∼ 𝜔𝐷𝑖 > 𝜈𝑖

eff (2.1)

𝜔𝑡𝑒, 𝜔𝑏𝑒 > 𝜈𝑒
eff > 𝜔𝑒

∗ > 𝜔 (2.2)

上述第一组关系中各项分别为捕获离子的穿行、回弹频率、逆磁漂移频率、捕获离

子模频率、磁曲率漂移和碰撞频率，第二组关系中为电子对应的项。故可对分布

函数的回旋相和回弹相做平均，从而得到一个经过双平均的分布函数 ̄𝑓，而相空
间也被简化为了 3维 (𝜓, 𝛼, 𝐸)。这里的 𝜓 和 𝛼是径向和环向的坐标，而 𝐸 则是能
量（或速度）坐标。分布函数 ̄𝑓 由下面的动理学方程（Kinetic Equation）决定[66]：

∂𝑡 ̄𝑓 + 𝛺𝐷𝐸∂𝛼 ̄𝑓 − [𝐽0𝜙, ̄𝑓 ] = 0 (2.3)

其中 [𝐹 , 𝐺] = ∂𝛼𝐹 ∂𝜓𝐺 − ∂𝜓𝐹 ∂𝛼𝐺是 Poisson括号, 𝐽0 是一个回旋和回弹平均算符。

𝛺𝐷𝐸 是捕获粒子的进动速度，本论文中假设 𝛺𝐷 是一个常数。因为方程在回弹相

位上做了平均，所以方程在时间上的单位是进动时间的典型值。同时由于捕获离

子湍流的空间尺度在香蕉宽度和离子回旋半径量级，远大于德拜长度，所以泊松

方程被准中性条件 𝑛𝑖 = 𝑛𝑒代替。

我们可以将分布函数 ̄𝑓 分解为三个部分：平均分布函数 ⟨𝑓⟩，绝热响应分布
函数 −⟨𝑓⟩𝑞𝑖,𝑒𝜙/𝑇𝑖,𝑒，非绝热分布函数 ℎ𝑖,𝑒，这里假设了 𝑞𝜙/𝑇eq 为小量。一个关键
点是，扰动粒子密度不应当响应带状的电势。于是我们应当将绝热响应分布函数

改写为 −⟨𝑓⟩𝑞𝑖,𝑒(𝜙 − ⟨𝜙⟩𝛼)/𝑇𝑖,𝑒，那么将其在速度（能量）空间积分之后，会得到

̃𝑛𝑖,𝑒/𝑛0 = −𝑞𝑖,𝑒(𝜙 − ⟨𝜙⟩𝛼)/𝑇𝑖,𝑒。总的分布函数写作如下的形式：

̄𝑓𝑖,𝑒 = ⟨𝑓𝑖,𝑒⟩ −
𝑞𝑖,𝑒
𝑇𝑖,𝑒

(𝜙 − ⟨𝜙⟩𝛼)⟨𝑓𝑖,𝑒⟩ + ℎ𝑖,𝑒 (2.4)
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于是现在可以将准中性条件 𝑛𝑖 = 𝑛𝑒用上述分布函数在能量空间的积分表示：

2
𝑛0√π

∞

∫
0

𝐽0 [− 𝑞
𝑇𝑖

(𝜙 − ⟨𝜙⟩𝛼)⟨𝑓𝑖⟩ + ℎ𝑖] √𝐸d𝐸 + ∆𝑖
𝑞𝜙
𝑇𝑖

= 2
𝑛0√π

∞

∫
0

𝐽0 [
𝑞
𝑇𝑒

(𝜙 − ⟨𝜙⟩𝛼)⟨𝑓𝑒⟩ + ℎ𝑒] √𝐸d𝐸 − ∆𝑒
𝑞𝜙
𝑇𝑒

(2.5)

其中 ∆𝑠 = 𝜌2
0𝑠∂2

𝛼 + 𝛿2
𝑏𝑠∂2

𝜓 代表极化电荷——来源于（回旋）回弹中心这样的准粒子

和真实粒子的密度间的差异。方程 (2.5)可以重写为方程 (2.7)，即一个动理学准中

性方程。其右端由非绝热粒子分布函数 ℎ𝑖,𝑒 或非绝热电荷 ̃𝑛nonad,𝑖 和 ̃𝑛nonad,𝑒 决定。

同时，非绝热分布函数满足如下动理学方程 (2.6)：

∂𝑡ℎ𝑖 + 𝛺𝐷𝐸∂𝛼ℎ𝑖 − [
̄𝜙, − 𝑞

𝑇𝑖
(𝜙 − ⟨𝜙⟩𝛼)⟨𝑓𝑖⟩ + ℎ𝑖]

= ∂𝑡 (
𝑞
𝑇𝑖

(𝜙 − ⟨𝜙⟩𝛼)⟨𝑓𝑖⟩) + ∂𝛼(𝜙 − ⟨𝜙⟩𝛼)∂𝜓⟨𝑓𝑖⟩
(2.6)

𝐶𝑎𝑑 (𝜙 − ⟨𝜙⟩𝛼) − 𝐶𝑖∆𝑖+𝑒𝜙 = 2
𝑛0√π

⎛
⎜
⎜
⎝

∞

∫
0

𝐽0ℎ𝑖√𝐸d𝐸 −
∞

∫
0

𝐽0ℎ𝑒√𝐸d𝐸
⎞
⎟
⎟
⎠

= ̃𝑛nonad,𝑖 − ̃𝑛nonad,𝑒

(2.7)

在这里，𝐶𝑖 = 𝑞/𝑇𝑖，𝐶𝑎𝑑 = 𝐶𝑖(1 + 𝜏)/√2𝜀0，𝜏 = 𝑇𝑖/𝑇𝑒，∆𝑖+𝑒 = ∆𝑖 + 𝜏∆𝑒。(𝜙 − ⟨𝜙⟩𝛼)
代表二重相位平均后的电势。𝜀0 = 𝑎/𝑅是环径比的倒数，√2𝜀0是捕获粒子的份额。

方程 (2.6)和 (2.7)被称为 Darmet模型，它们被应用在一系列捕获离子模的回旋动

力学模拟中[66­68]。可以认为 Darmet 模型是描述漂移波湍流的最小化的动理学系

统，其中还包含了波–粒子相互作用等效应，这是本论文选择这个模型的一个理由。

而且正如本论文在研究背景中提到的，以 Darmet模型为基础的模拟程序能够得到

剖面台阶结果（如图 1.23），所以这样一个足够简单的系统中应当包含了 𝐸 × 𝐵台
阶形成所必要的物理过程，这是本论文选择该模型的另一个理由。

2.2 势涡演化的导出

对动理学准中性条件 (2.7)，我们假设绝热电子，即 ℎ𝑒 = 0，同时忽略 ∆𝑒 项。

将方程 (2.7)对时间求导，我们将在右侧得到 ∂𝑡ℎ𝑖。可以利用方程 (2.6)将 ∂𝑡ℎ𝑖消去。
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再计算其中的积分 2
𝑛0√π ∫∞

0 ...√𝐸d𝐸 ，我们得到

∂𝑡 [𝐶𝑒(𝜙 − ⟨𝜙⟩𝛼) − 𝐶𝑖∆𝑖𝜙] = −3
2𝛺𝐷∂𝛼𝑇𝑖 +

[
𝜙, − 𝑞

√2𝜀0𝑇𝑖
(𝜙 − ⟨𝜙⟩𝛼) + ̃𝑛𝑖

𝑛0 ]

− 1
√2𝜀0

𝑉 (𝜓)∂𝜓 ln⟨𝑛𝑖⟩
(2.8)

其中，𝐶𝑒 = 𝐶𝑖𝜏/√2𝜀0，我们简单地取 𝐽0𝜙 = ̄𝜙 = 𝜙。当对 ⟨𝑓𝑖⟩积分时，会得到一
个 1/√2𝜀0的系数，这是由于 ⟨𝑓𝑖⟩是包含所有粒子（包括捕获和穿行粒子）的分布
函数。我们希望从 𝜙 中分离出带状模式（𝜙𝑍 ≡ ⟨𝜙⟩𝛼）的演化，所以本文中定义

𝜙 = 𝜙 + 𝜙𝑍，其中 𝜙是模数 𝑛 ≠ 0的捕获离子模式。将该 𝜙的分解带入上述公式，
同时用方程 (2.7)替换 ̃𝑛𝑖，采用类似 [69­71]中的对称性分解法，得到如下形式。本

文在之后的讨论中省略 ∆𝑖中的下标 𝑖。

(
∂
∂𝑡 + Ṽ ⋅ ∇ + 𝛺𝑍 ⋅ ∇)(𝐶𝑖∆𝜙) = 3

2𝛺𝐷∂𝛼𝑇𝑖

−𝑖𝐶𝑒(𝜔 − 𝜔𝑍+𝜔𝑖
∗𝑛
𝜏 )𝜙 − 𝐶𝑖 ̃𝑉 (𝜓)∂𝜓 (∆𝜙𝑍)

(2.9)

∂
∂𝑡 (𝐶𝑖∆𝜙𝑍) = 𝐶𝑖⟨∇𝜙 × ̂𝑧 ⋅ (∇∆𝜙)⟩𝛼

≡ 𝐶𝑖𝛿2
𝑏0∂2

𝜓 ⟨ ̃𝑉𝜓 ̃𝑉𝛼⟩𝛼

(2.10)

其中 Ṽ = −∇𝜙 × ̂𝑧, 𝛺𝑍 = −∇𝜙𝑍 × ̂𝑧 = ∂𝜓𝜙𝑍 ê𝛼。我们可以看到方程中多普勒频移项

的作用 𝜔𝑖
∗𝑛 = 𝑘𝛼𝑐𝑇

𝑞𝐵 ∂𝜓 ln⟨𝑛𝑖⟩，𝜔𝑖
∗𝑇 = 𝑘𝛼𝑐𝑇

𝑞𝐵 ∂𝜓 ln⟨𝑇𝑖⟩，𝜔𝑍 = 𝑘𝛼
∂𝜙𝑍
∂𝜓 。当环向平均后的剖

面 ⟨𝑇 ⟩和 ⟨𝑛⟩存在褶皱时，不宜使用诸如 𝐿−1
𝑛 或 𝐿−1

𝑇 作为 ∂𝜓 ln⟨𝑛𝑖⟩或 ∂𝜓 ln⟨𝑇𝑖⟩的
特征长度，如图 2.1所示。当平均剖面中不存在褶皱时，我们令 𝐿𝑛 > 0和 𝐿𝑇 > 0。
方程 (2.9)和 (2.10)本质上是涡量的演化方程。在方程(2.9)中，等号右边第二项可

以结合到左边，从而给出一个有用的势涡（Potential Vorticity，PV）演化方程，势

涡定义为 ( ̃𝜙 − ∆ ̃𝜙)。方程 (2.10)则显示平均涡度的演化不出意料地由雷诺应力（涡

量通量）决定。

注意到在方程 (2.9)右侧的第一项中包含温度扰动 ̃𝑇𝑖的作用，所以完整的系统

描述需要包含温度扰动的演化方程。将完整的 ̄𝑓𝑖和 𝜙带入动理学方程 (2.3)，对其

取矩 2
3

2
𝑛0√π ∫∞

0 ...𝐸√𝐸d𝐸，便得到温度的演化方程。然后根据对称性，将该方程分
解为两部分：

√2𝜀0(∂𝑡 + Ṽ ⋅ ∇ + 𝛺𝑍 ⋅ ∇)𝑇𝑖 = −𝑖(𝜔 − 𝜔𝑍 − 𝜔𝑖
∗𝑛 − 𝜔𝑖

∗𝑇 )⟨𝑇𝑖⟩
𝑞𝜙
𝑇𝑖

(2.11)

∂
∂𝑡 (⟨𝑇𝑖⟩ + ⟨𝑇𝑖⟩ ln⟨𝑛𝑖⟩) = √2𝜀0⟨∇𝜙 × ̂𝑧 ⋅ ∇𝑇𝑖⟩𝛼

≡ −√2𝜀0∂𝜓⟨𝑉𝜓𝑇𝑖⟩𝛼

(2.12)
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r

⟨T ⟩

LT

(a)

r

⟨T ⟩
(b)

LT

图 2.1 剖面的特征尺度 𝐿𝑇 定义如图 (a)。对于一个如图 (b)的褶皱剖面没有合适的 𝐿𝑇 可
供定义

两式即是扰动和平均温度的演化方程。注意到方程 (2.9)和 (2.11)存在相似性——

他们可以合并成统一的形式！首先，将方程 (2.11)和 (2.12)乘以系数 𝜏/(√2𝜀0⟨𝑇𝑖⟩)，
然后分别从中减去两个涡量方程 (2.9)和 (2.10)。我们在这里忽略 𝜔𝑖

∗𝑛和 ln⟨𝑛𝑖⟩，即
假设 𝐿𝑛很大，平均密度的演化也很缓慢，或者说我们的模型忽略了平均密度梯度。

因为保留密度剖面将会使得系统需要再加入一个密度剖面演化方程，从而让系统

变得过于复杂。另一方面，对 ITG/TIM而言，忽略密度梯度后仍然可以由环效应

等引入不稳定性增长所需的温度梯度临界值，从而使我们的结论仍然不失一般性。

忽略密度梯度最终得到：

∂
∂𝑡 (

𝜏
√2𝜀0

ln⟨𝑇𝑖⟩ − 𝐶𝑖∆𝜙𝑍)
= ⟨∇𝜙 × ̂𝑧 ⋅ ∇ (

𝜏
⟨𝑇𝑖⟩

∇𝑇𝑖 − 𝐶𝑖∆𝜙)⟩𝛼
(2.13)

d
d𝑡 (

𝜏 𝑇𝑖
⟨𝑇𝑖⟩

− 𝐶𝑖∆𝜙
)

= −3
2𝛺𝐷∂𝛼𝑇𝑖 − Ṽ ⋅ ∇

(
𝜏

√2𝜀0
ln⟨𝑇𝑖⟩ − 𝐶𝑖∆𝜙𝑍)

(2.14)

上述方程可以写为平均和扰动势涡的演化方程：

∂𝑡⟨𝑞⟩ = ⟨∇𝜙 × ̂𝑧 ⋅ ∇𝛿𝑞⟩𝛼
= −∂𝜓 ⟨ ̃𝑣𝜓𝛿𝑞⟩𝛼 (2.15)

d
d𝑡𝛿𝑞 = −3

2𝛺𝐷∂𝛼𝑇𝑖 − Ṽ ⋅ ∇⟨𝑞⟩ (2.16)

其中的全微分为：

d
d𝑡 = ∂

∂𝑡 + Ṽ ⋅ ∇ + 𝛺𝑍 ⋅ ∇

总的势涡定义为 ⟨𝑞⟩ + 𝛿𝑞，其中，

⟨𝑞⟩ = 𝜏
√2𝜀0

ln⟨𝑇𝑖⟩ − 𝐶𝑖∆𝜙𝑍 (2.17)

𝛿𝑞 = 𝜏 𝑇𝑖
⟨𝑇𝑖⟩

− 𝐶𝑖∆𝜙 (2.18)
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这代表方程 (2.9) ­ (2.11)实际上是一个势涡守恒系统，总势涡的守恒性取决于 (2.16)

右侧的曲率漂移项。势涡演化由势涡通量决定，同时也是热通量和涡量通量共同

作用的结果。所以理论上来说，只要我们得到了热通量和涡量通量就可以知道势

涡剖面（包括温度和涡度剖面）的演化过程。

2.3 势涡通量和涡量拟能

在前一节中已经得到了总的势涡的演化方程 (2.15)和 (2.16)，基于此我们可以

得到涡量拟能（Potential Enstrophy, PE）的演化。下面在本节对势涡通量及涡量拟

能做一个初步的讨论。方程 (2.16)乘以 𝛿𝑞，然后在 𝛼方向上做平均：
1
2∂𝑡⟨𝛿𝑞2⟩ + 1

2∂𝜓⟨𝑉𝜓𝛿𝑞2⟩ = −3
2𝛺𝐷⟨𝛿𝑞∂𝛼𝑇𝑖⟩ − ⟨𝑉𝜓𝛿𝑞⟩∂𝜓⟨𝑞⟩ (2.19)

则得到涡量拟能的演化方程。方程等号右侧包含 ⟨𝛿𝑞∂𝛼𝑇𝑖⟩和 ⟨𝑉𝜓𝛿𝑞⟩。我们可以结
合方程 (2.16)，得到这两项的准线性近似。首先从方程 (2.16)出发，可以写出 𝛿𝑞的
准线性表达式如下。我们假设了 𝜔(𝑘) = 𝜔𝑅(𝑘) + 𝑖𝛾(𝑘)，并且 𝛾(±𝑘) ⩾ 0。

𝛿𝑞𝑘 = 3
2

𝑘𝛼𝛺𝐷
𝜔 − 𝑘𝛼𝛺𝑍

𝑇𝑘 −
𝑖∂𝜓⟨𝑞⟩

𝜔 − 𝑘𝛼𝛺𝑍
𝑉𝜓 (𝑘)

= 3
2

𝑘𝛼𝛺𝐷[𝜔𝑅 − 𝑘𝛼𝛺𝑍 − 𝑖𝛾]
|𝜔 − 𝑘𝛼𝛺𝑍|2 𝑇𝑘 −

𝑖∂𝜓⟨𝑞⟩[𝜔𝑅 − 𝑘𝛼𝛺𝑍 − 𝑖𝛾]
|𝜔 − 𝑘𝛼𝛺𝑍|2 𝑉𝜓 (𝑘) (2.20)

那么，对 (2.19)中的 ⟨𝑉𝜓𝛿𝑞⟩而言，就可以得到：

⟨𝑉𝜓 (−𝑘)𝛿𝑞𝑘⟩ = 3
2

𝑘𝛼𝛺𝐷[𝜔𝑅 − 𝑘𝛼𝛺𝑍 − 𝑖𝛾]
|𝜔 − 𝑘𝛼𝛺𝑍|2 ⟨𝑉𝜓𝑇 ⟩𝑘 −

𝑖∂𝜓⟨𝑞⟩[𝜔𝑅 − 𝑘𝛼𝛺𝑍 − 𝑖𝛾]
|𝜔 − 𝑘𝛼𝛺𝑍|2 ⟨𝑉 2

𝜓 ⟩𝑘

(2.21)

其中的实数部分为：

Re{⟨𝑉𝜓𝛿𝑞⟩𝑘} =3
2

𝑘𝛼𝛺𝐷 [(𝜔𝑅 − 𝑘𝛼𝛺𝑍)Re{⟨𝑉 𝑇 ⟩𝑘} + 𝛾 Im{⟨𝑉 𝑇 ⟩𝑘}]
|𝜔 − 𝑘𝛼𝛺𝑍|2

−
𝛾⟨𝑉 2

𝜓 ⟩𝑘
|𝜔 − 𝑘𝛼𝛺𝑍|2 ∂𝜓⟨𝑞⟩

(2.22)

同理对 ⟨𝛿𝑞∂𝛼𝑇𝑖⟩，其准线性近似为

⟨𝑖𝑘𝛼𝑇𝑘𝛿𝑞−𝑘⟩ = −3
2

𝑖𝑘2
𝛼𝛺𝐷[−𝜔𝑅 + 𝑘𝛼𝛺𝑍 − 𝑖𝛾]

|𝜔 − 𝑘𝛼𝛺𝑍|2 ⟨𝑇 2⟩𝑘 +
𝑘𝛼∂𝜓⟨𝑞⟩[−𝜔𝑅 + 𝑘𝛼𝛺𝑍 − 𝑖𝛾]

|𝜔 − 𝑘𝛼𝛺𝑍|2 ⟨𝑉𝜓𝑇 ⟩𝑘

(2.23)
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提取出实数部分：

Re{⟨𝑖𝑘𝛼𝑇𝑘𝛿𝑞−𝑘⟩} = − 3
2𝛺𝐷

𝑘2
𝛼𝛾

|𝜔 − 𝑘𝛼𝛺𝑍|2 ⟨𝑇 2⟩𝑘

+
𝑘𝛼 [−(𝜔𝑅 − 𝑘𝛼𝛺𝑍)Re{⟨𝑉 𝑇 ⟩𝑘} + 𝛾 Im{⟨𝑉 𝑇 ⟩𝑘}]

|𝜔 − 𝑘𝛼𝛺𝑍|2

(2.24)

将上述通量的准线性表达式代入涡量拟能方程 (2.19)，有如下方程：

1
2∂𝑡⟨𝛿𝑞2⟩ = 1

2∂𝜓𝐷ℰ ∂𝜓⟨𝛿𝑞2⟩ + 𝐷1 [∂𝜓⟨𝑞⟩]
2 + 𝐷2 [

3
2𝛺𝐷]

2
− 2𝐷3 [

3
2𝛺𝐷∂𝜓⟨𝑞⟩] (2.25)

𝐷1 = ∑
𝑘

𝛾⟨𝑉 2
𝜓 ⟩𝑘

|𝜔 − 𝑘𝛼𝛺𝑍|2 , 𝐷2 = ∑
𝑘

𝛾𝑘2
𝛼⟨𝑇 2⟩𝑘

|𝜔 − 𝑘𝛼𝛺𝑍|2 , 𝐷3 = ∑
𝑘

𝛾𝑘𝛼 Im{⟨𝑉𝜓𝑇 ⟩𝑘}
|𝜔 − 𝑘𝛼𝛺𝑍|2

根据前面的定义，所有的 𝛾(±𝑘) ⩾ 0。同时定义 ⟨𝛿𝑞2⟩/2 ≡ ℰ，那么，

∂𝑡ℰ = ∂𝜓𝐷ℰ ∂𝜓ℰ + 𝐷1 [∂𝜓⟨𝑞⟩]
2 + 𝐷2 [

3
2𝛺𝐷]

2
− 2𝐷3 [

3
2𝛺𝐷∂𝜓⟨𝑞⟩] (2.26)

以上即为该系统中涡量拟能在准线性近似下的演化方程。从形式上来说，和𝐷1, 𝐷2

相关的项代表的是从平均势涡梯度和曲率漂移中提取能量的驱动，而与𝐷3相关的

项则暗示了热通量的相位在涡量拟能演化中起到了关键的作用，具体表现为引入

了热通量的虚数部分 Im{⟨𝑉𝜓𝑇 ⟩𝑘}。
虽然上述公式的形式简洁，但是其中的系数 𝐷1，𝐷2，𝐷3 由湍流强度量

⟨𝑉 2
𝜓 ⟩，⟨𝑇 2⟩ 和热通量 ⟨𝑉𝜓𝑇 ⟩ 决定。所以如果要研究湍流的演化，则必须合理地
估计这些通量，本论文将在后面的章节对此进行更深入的研究。

2.4 色散关系

本节将讨论捕获离子模式的色散关系，相关结论在后续章节中将被多次用到。

动理学方程(2.6)和准中性条件(2.7)在归一化后如下。为了简化记号，在这里做了改

写 (𝜓, 𝛼) → (𝑥, 𝑦)：

∂𝑡ℎ𝑖 + 𝛺𝐷𝐸∂𝑦ℎ𝑖 − [𝜙, −𝐶𝑖 ̃𝜙⟨𝑓𝑖⟩ + ℎ𝑖]
= ∂𝑡 (𝐶𝑖 ̃𝜙⟨𝑓𝑖⟩) + ∂𝑦(𝜙 − ⟨𝜙⟩𝑦)∂𝜓⟨𝑓𝑖⟩

(2.27)

𝐶𝑎𝑑 ̃𝜙 − 𝐶𝑖∆𝜙 = 2
𝑛0√π

∞

∫
0

𝐽0ℎ𝑖√𝐸d𝐸 (2.28)

这里 ℎ𝑖 是非绝热扰动分布函数，而且我们已经假设了绝热电子。𝛺̂𝐷 =
𝛺𝐷𝑇0/𝜔0, ̂𝐸 = 𝐸/𝑇0, 𝐶𝑖 = 𝜔0𝐿𝜓𝑞/𝑇0，其中 “ ̂ ”已经被省略。
对上面的动理学方程应用傅里叶变换，忽略方程中 𝜙的环向平均贡献，从而
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得到：

(−𝑖𝜔 + 𝑖𝑘𝑦𝛺𝐷𝐸)ℎ𝑖 = −𝑖𝜔𝐶𝑖𝜙⟨𝑓𝑖⟩ + 𝑖𝑘𝑦𝜙∂𝑥⟨𝑓𝑖⟩

= −𝑖𝜔𝐶𝑖𝜙⟨𝑓𝑖⟩ +
𝑖𝑘𝑦
𝐶𝑖

∂𝑥⟨𝑓𝑖⟩
⟨𝑓𝑖⟩

𝐶𝑖𝜙⟨𝑓𝑖⟩

= −𝑖[𝜔 − 𝜔𝑖
∗(𝐸)]𝐶𝑖𝜙⟨𝑓𝑖⟩ (2.29)

于是有，

ℎ𝑖 = 𝜔 − 𝜔𝑖
∗(𝐸)

𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝐷𝐸 𝐶𝑖𝜙⟨𝑓𝑖⟩ (2.30)

其中 𝜔𝑖
∗(𝐸) =

𝑘𝑦
𝐶𝑖

∂𝑥⟨𝑓𝑖⟩
⟨𝑓𝑖⟩

。令，

𝑧 ≡ 𝜔
𝑘𝑦𝛺𝐷

, 𝜔∗(𝐸) ≡ 𝜔𝑖
∗(𝐸)

𝑘𝑦𝛺𝐷
= 1

𝐶𝑖𝛺𝐷

∂𝑥⟨𝑓𝑖⟩
⟨𝑓𝑖⟩

= 1
𝐶𝑖𝛺𝐷 [𝜅𝑛 + 𝜅𝑇 (𝐸 − 3

2)] (2.31)

假设平衡分布函数为 ⟨𝑓⟩𝑖 = 𝑛0e−𝐸。从而得到，

ℎ𝑖 = 𝑧 − 𝜔∗(𝐸)
𝑧 − 𝐸 𝐶𝑖𝜙𝑛0e−𝐸 (2.32)

对捕获离子类交换模来说，把上面的 ℎ𝑖代入 (2.28)直接计算关于 𝐸 的积分，注意
这里的 𝑧是一个复数。得到色散函数如下，

𝐷(𝑘, 𝜔) = (𝐶𝑎𝑑 /𝐶𝑖) + 𝜌2
𝑖0𝑘2

𝑦 + 𝛿2
𝑏0𝑘2

𝑥 − 2
√π

∞

∫
0

𝑧 − 𝜔∗(𝐸)
𝑧 − 𝐸 e−𝐸√𝐸d𝐸 (2.33)

= (𝐶𝑎𝑑 /𝐶𝑖) + 𝜌2
𝑖0𝑘2

𝑦 + 𝛿2
𝑏0𝑘2

𝑥

+ 2 [𝑧 − 𝜅𝑛
𝐶𝑖𝛺𝐷 (1 − 3𝜂𝑖

2 )] [1 − √πe−𝑧√−𝑧 − 2√𝑧𝐹 (√𝑧)]

− 𝜅𝑇
𝐶𝑖𝛺𝐷 [1 + 2 (√πe−𝑧(−𝑧)3/2 + 𝑧) − 4𝑧3/2𝐹 (√𝑧)] (2.34)

这里的 F(x)是 Dawson积分：

𝐹 (𝑥) = e−𝑥2
𝑥

∫
0

e𝑦2
d𝑦 (2.35)

或者可以将其结果改写为等离子体色散函数 𝑍𝑝的形式：

𝐷(𝑘, 𝑧 ≡ 𝜔
𝑘𝑦𝛺𝐷

) = (𝐶𝑎𝑑 /𝐶𝑖) + 𝜌2
𝑖0𝑘2

𝑦 + 𝛿2
𝑏0𝑘2

𝑥 + 2 [𝑧 − 𝜅𝑛
𝐶𝑖𝛺𝐷

(1 − 3𝜂𝑖
2 )] [1 + √𝑧𝑍𝑝(√𝑧)]

− 𝜅𝑇
𝐶𝑖𝛺𝐷 [1 + 2𝑧 + 2𝑧3/2𝑍𝑝(√𝑧)] (2.36)
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2.4.1 线性不稳定性的阈值

按照通常的的描述[72]，在积分 (2.36)中包含实数和虚数的贡献。在临界增长

率 𝛾 ≃ 0 的情形下，其对应的临界实频率也必须使得色散函数的虚部为 0，即

Im𝐷(𝑘, 𝜔th) = 0，这对应于积分中的留数部分为 0：

Im𝐷(𝑘, 𝜔th) = 0 ⇒ 𝑧 − 𝜔∗(𝐸res) = 0

其中 𝐸res = 𝜔
𝑘𝑦𝛺𝐷

。从上式容易得到 𝛾 ≃ 0时的临界实频率为：

𝜔th =
𝜅𝑛 − 3

2𝜅𝑇

𝐶𝑖𝛺𝐷 − 𝜅𝑇
𝑘𝑦𝛺𝐷 (2.37)

将这里得到的实频率 𝜔th代入到𝐷(𝑘, 𝜔th)的实数部分并且让它为 0。这将给出其对

应的临界温度梯度 𝜅𝑐
𝑇（在本文中 𝜅𝑛 假设为 0）。只有大于该临界梯度，线性不稳

定性才能被激发。

𝜅𝑐
𝑇 = 𝐶𝑖𝛺𝐷 [𝐶𝑎𝑑 /𝐶𝑖 + (𝜌2

𝑖0𝑘2
𝑦 + 𝛿2

𝑏0𝑘2
𝑥)] (2.38)

另外，上述关系 (2.38)也给出了增长率为正时，可能存在的最大的波数 𝑘𝑥,max, 𝑘𝑦,max

和 𝜌, 𝛿需要满足的关系如下：

𝛩max ≡ 𝜌2
𝑖 𝑘2

𝑦,max + 𝛿2
𝑏𝑘2

𝑟,max = 𝜅𝑇
𝐶𝑖𝛺𝐷

− 1 + 𝜏
√2𝜀0

(2.39)

当上式的右侧参数 𝜖0、𝜏、𝐶𝑖 取表 2.1中的值，同时 𝛺𝐷 = 1，𝜅𝑇 = 0.4时，我们
得到 𝛩max ≃ 1.17，该结果和图 2.2可以很好的吻合。式 (2.39)中右侧的参数，比

如 𝜅𝑇 的值不同时会影响 𝛩max，但是只要参数在我们前面给出的值附近，总是有

𝛩max ∼ 𝒪(1)成立。所以本论文在后面将简单地认为 𝛩max ∼ 1，并把它作为一个对
波数的限制条件，用在第 4章的推导计算中。

图 2.2 对不同的 (𝜌, 𝛿)所能取到的最大 𝑘𝑥,max, 𝑘𝑦,max。按照离散的波数得到扫描结果，可
以用 𝜌2

𝑖 𝑘2
𝑦 + 𝛿2

𝑏 𝑘2
𝑟 = 1.17拟合数据点，如图中虚线所示
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2.4.2 实频率和增长率

当色散函数 (2.36)中的参数取下表 2.1给出的值时，可以用数值求解的方法得

到如图 2.3所示的色散关系。

表 2.1 色散中的关系参数

Parameters 𝜖0 𝜏 𝐶𝑖 𝜌 𝛿 𝛺𝐷 𝜅𝑇 𝜅𝑛

Values 1
4 1 0.1 2 × 10−3/2 0.1 1 0.4 to 0.8 0

图 2.3 色散关系的数值结果。𝛿2
𝑏 = 0.01, 𝜌2 = 0.004, 𝑘𝑥 = π。(a)不同 𝜅𝑇 给出的实频率，

灰线是近似曲线 2.36𝑘𝑦。(b)不同 𝜅𝑇 给出的增长率，灰线是基于模型 (2.41)给出的拟合曲
线。在不同 𝜅𝑇 下分别有 Λ/𝜌为 0.223, 0.292, 0.309

观察数值结果我们发现，实频率可以被下面的曲线很好地拟合：

𝜔𝑅 =
𝑅1𝑘𝑦𝛺𝐷

1 + 𝑅2(𝜌2𝑘2
𝑦 + 𝛿2𝑘2

𝑥)
(2.40)

其中 𝑅1 ≃ 2.3675, 𝑅2 ≃ 0.16 ≪ 1，所以有 𝜔𝑅 ≃ 𝑅𝑘𝑦𝜔𝐷 = 2.36𝑘𝑦𝜔𝐷。即使改变 𝑘𝑥

或 𝜅𝑇，仍然可以用上式获得很好的拟合效果。而增长率则可以粗略地近似为：

𝛾 = Λ𝑅𝛺𝐷𝑘𝑦(𝑘𝑦,max − 𝑘𝑦) (2.41)

这里的参数 𝑘𝑦,max 会随着 𝑘𝑥 和 𝜅𝑇 变化。将其转写为 𝑘𝑦,max = 1/(𝜇𝑦𝜌)。又因为
𝛩max ∼ 1，所以必然有，

𝜇𝑦 > 1 (2.42)

至于另外一个参数 Λ，我们知道它随着 𝑘𝑥 和 𝜅𝑇 的变化而变化。为了简化，因为

它的单位是长度，我们定义 Λ = 𝜌/𝜎。从拟合的结果来看 𝜎 总是大于 3，如图 2.3。

而且 Λ会随着 𝑘𝑥的增大而减小，所以我们得出结论：

𝜎 > 1 (2.43)

如果想要保证当 𝜅𝑇 < 𝜅𝑐
𝑇 时，增长率变为 0，以满足上一小节中的线性不稳定
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阈值条件，我们可以在参数上再加入下面的约束 (2.41)：

𝜎 = ∞, 𝜇𝑦 = ∞, when 𝜅𝑇 < 𝜅𝑐
𝑇 (2.44)

这可以使得 𝛾 = 0在 𝜅𝑇 < 𝜅𝑐
𝑇 时总是成立.

在上述讨论之后，可以得到一个有用的结论。利用模型 (2.40)和 (2.41)，我们

知道增长率和实频率之间的比值近似为：

𝜔𝑅
𝛾max

≃ 2
Λ𝑘𝑦,max

∼ 1
𝜇𝑦𝜎 (2.45)

又因为 𝜇𝑦𝜎 > 1，于是有：
𝜔𝑅
𝛾max

∼ 𝒪(1) − 𝒪(10) (2.46)

这个结论将在第 4章中用于化简湍流输运系数。
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第 3章 势涡守恒系统应用 1：湍流自扩散模型

在引言中，我们介绍了湍流自扩散现象，以及它在输运定标率、边界­芯部耦

合、约束模式转换等问题中发挥的重要作用，也看到了现有湍流自扩散理论大多

是唯象模型这一问题。在本章中将从第 2章给出的势涡系统出发，推导一个湍流

强度的演化方程，并研究其描述的湍流自扩散现象。由此得出的结论也将应用到

第 4章中关于剖面演化的研究中。

3.1 湍流强度演化方程的推导

3.1.1 势涡 𝑈̃ 演化方程

我们定义部分势涡这一物理量 𝑈̃ = 𝐶𝑒 ̃𝜙 − 𝐶𝑖∆ ̃𝜙（与完整扰动势涡 𝛿𝑞 = 𝜏 ̃𝑇 −
𝐶𝑖∆ ̃𝜙作区分），从而可以将前一章中势涡系统中的方程 (2.9)写为如下形式，同时

在本章中做了坐标替换 (𝜓, 𝛼) → 𝑥⃗ ≡ (𝑟, 𝑦)。我们利用了流体运动的不可压缩性并
忽略了平均密度梯度。

Eq.((2.9)) ⟹ (
∂
∂𝑡 + Ṽ ⋅ ∇ + 𝛺𝑍 ⋅ ∇) 𝑈̃ = −3

2𝛺𝐷∂𝑦𝑇𝑖 + 𝐶𝑖𝑣𝑟∂𝑟(∆𝜙𝑍) (3.1)

这是一个关于物理量 𝑈̃ 的守恒方程（守恒性被曲率漂移和带状电势破坏），所以
可以从 ⟨𝑈̃ 𝑈̃⟩的演化方程推导一个 ⟨ ̃𝜙2⟩的演化方程。基于 𝑈̃ 的定义，可以写出 ̃𝜙
的傅里叶分量如下：

𝒰𝑘̄ = (𝐶𝑒 + 𝐶𝑖𝑘̄2) ̃𝜙𝑘̄ ⟶ ̃𝜙𝑘̄ = 𝒰𝑘̄
𝐶𝑒 + 𝐶𝑖𝑘̄2 (3.2)

对上面的式子做傅里叶逆变换得到：

̃𝜙 = ∫ 𝐺(𝑥, 𝑥′)𝑈̃ (𝑥′)d𝑥′

基于此，可以先计算势涡 𝑈̃ 的两点相关函数 ⟨𝑈̃ (1)𝑈̃ (2)⟩（或者写为 ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩），再
将格林函数作用在上面，便可自然地得到 ⟨ ̃𝜙1 ̃𝜙2⟩，之后再取极限 1 → 2给出 ⟨ ̃𝜙2⟩：

⟨ ̃𝜙2⟩ = lim
1→2 ∬ 𝐺1(𝑥1, 𝑥′

1)𝐺1(𝑥2, 𝑥′
2) ⟨𝑈̃(𝑥′

1)𝑈̃ (𝑥′
2)⟩ d𝑥′

1d𝑥′
2 (3.3)

在方程中 ⟨ ̃𝜙2⟩表征了湍流的强度，可以用于之后计算输运系数。下面给出本章中
推导过程的基本路线图。

1. 我们首先计算 𝑈̃1∂𝑡𝑈̃2 + 𝑈̃2∂𝑡𝑈̃1，从而得到 ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩。⟨𝑈̃1𝑈̃1⟩的演化方程中的
非线性相关项可以用准线性两点关联函数近似。
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2. 之后，对 ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩ 的演化方程应用格林函数给出 ⟨ ̃𝜙1 ̃𝜙2⟩ 的演化方
程。利用谱的特征长度大于卷积核的宽度这一性质，可以简化诸如

∫ 𝐺(𝑥1, 𝑥′
1)𝐺(𝑥2, 𝑥′

2)𝑇𝑟(𝑥′
1, 𝑥′

2)d𝑥′
1d𝑥′

2这样的项。这一步得到的结果将类似于：

∂𝑡 ⟨ ̃𝜙1 ̃𝜙2⟩ + 𝜈(1, 2) ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩ = 𝛾(1, 2) + ⋯

其中的 𝜈(1, 2)来自于格林函数和通量项的卷积，这里把它形式上简写了。由
于它涉及了空间上的卷积，所以引入了不能简单写为通量散度的贡献。上式

中更为重要的是方程右侧的 𝛾(1, 2)中也引入了格林函数。
3. 最终，对上面的结果取极限 1 → 2便得到了 ⟨ ̃𝜙2⟩的演化方程。需要强调的是
它不同于通常形式的湍流自扩散方程形式[15, 16, 20]：

∂𝑡ℰ + ∇ ⋅ 𝛤ℰ = 𝛾𝐿ℰ + ⋯

通常模型中 ℰ 是湍流能量，并且 𝛤ℰ 和 𝛾𝐿都由湍流局域地决定。而本文将给

出的是关于 ⟨ ̃𝜙2⟩的方程，且 𝛤 和 𝛾𝐿中都可能有非局域性。

3.1.2 涡量拟能 ⟨𝑈̃ 2⟩的推导

首先，如上一节中的研究路线所述，我们需要先得到势涡 𝑈̃ 的两点关联函数
⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩的演化方程，即势涡 𝑈̃ 对应的涡量拟能，𝑈̃1代表的是处于位置 𝑥1 ≡ (𝑟1, 𝑦1)
的 𝑈̃ 势涡。将 𝑈̃1的演化方程乘以 𝑈̃2有：

𝑈̃2∂𝑡𝑈̃1 + ∂𝑟1( ̃𝑣𝑟1𝑈̃1𝑈̃2) + ∂𝑦1( ̃𝑣𝑦1𝑈̃1𝑈̃2) + 𝛺𝑍∂𝑦1(𝑈̃1𝑈̃2)

= −3
2𝛺𝐷𝑈̃2∂𝑦1𝑇𝑖(1) + 𝐶𝑖𝑈̃2 ̃𝑣𝑟(1)∂𝑟(∆𝜙𝑍)

(3.4)

加上 𝑈̃1∂𝑡𝑈̃2中对应的部分，得到

∂𝑡 (𝑈̃1𝑈̃2) + ∂𝑟1 ( ̃𝑣𝑟1𝑈̃1𝑈̃2) + ∂𝑟2 ( ̃𝑣𝑟2𝑈̃1𝑈̃2) + ∂𝑦1 ( ̃𝑣𝑦1𝑈̃1𝑈̃2) + ∂𝑦2 ( ̃𝑣𝑦2𝑈̃1𝑈̃2)
+ 𝛺𝑍 (∂𝑦1 + ∂𝑦2) (𝑈̃1𝑈̃2)

= −3
2𝛺𝐷 (𝑈̃2∂𝑦1𝑇𝑖(1) + 𝑈̃1∂𝑦2𝑇𝑖(2)) + 𝐶𝑖∂𝑟(∆𝜙𝑍) (𝑈̃2 ̃𝑣𝑟(1) + 𝑈̃1 ̃𝑣𝑟(2)) (3.5)

如果简写 𝐹 (1, 2) ≡ 𝑈̃1𝑈̃2，那么 ⟨𝐹 ⟩ = ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩，其中的尖括号代表平均 ⟨ ⋅ ⟩ =
∫ ⋅ d𝑦+/𝐿𝑦，𝑦+ = (𝑦1+𝑦2)/2是一个 “带状（环向）”平均，并且𝐹 = ⟨𝐹 ⟩+ ̃𝐹 , ̃𝐹 = 𝑈1𝑈2。

⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩是平均后的势涡关联函数，而 𝑈1𝑈2是由于对流导致的关联函数中的扰动。

𝑈̃1𝑈̃2中的非轴对称部分在经过 𝑦+方向上的平均之后抵消，即 ⟨𝑈1𝑈2⟩ = 0，所以，
我们可以将方程 (3.5)分解为平均和扰动两部分，结果如下：

∂𝑡 ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩ + ∂𝑟1 ⟨ ̃𝑣𝑟1𝑈1𝑈2⟩ + ∂𝑦1 ⟨ ̃𝑣𝑦1𝑈1𝑈2⟩ + (1 ↔ 2)

= −3
2𝛺𝐷 ⟨𝑈̃2∂𝑦1𝑇𝑖(1)⟩ + 𝐶𝑖∂𝑟(∆𝜙𝑍) ⟨𝑈̃2 ̃𝑣𝑟(1)⟩ + (1 ↔ 2)

(3.6)

38



第 3章 势涡守恒系统应用 1：湍流自扩散模型

∂𝑡𝑈1𝑈2 + ∂𝑟1 ( ̃𝑣𝑟1𝑈1𝑈2) + ∂𝑦1 ( ̃𝑣𝑦1𝑈1𝑈2) + (1 ↔ 2) + 𝛺𝑍 (∂𝑦1 + ∂𝑦2) 𝑈1𝑈2

= −ṽ1 ⋅ ∇ ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩ − ṽ2 ⋅ ∇ ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩
(3.7)

对于一个形如 e𝑖k⋅x 的测试模式，两点关联函数的扰动 𝑈1𝑈2 将在两个不同的位置

响应这一测试，从而使驱动出的两点响应形如 ̃𝐹𝑘 ≃ [e𝑖k⋅x1() + e𝑖k⋅x2()]。利用这一
响应，可以将诸如 ⟨ ̃𝑣𝑟1𝑈1𝑈2⟩的项闭合。注意到我们的研究对象具有 𝑦方向的均一
性和 𝑟方向上的非均一性！所以可以在 𝑦方向上应用傅里叶分解。

⟨ ̃𝑣𝑟1𝑈1𝑈2⟩ =
⟨∑

𝑘𝑦

̃𝑣−𝑘𝑦
𝑟

e−𝑖𝑘𝑦𝑦1 (𝑈1𝑈2)𝑘𝑦⟩
(3.8)

其中，在位置如 (𝑟1, 𝑦1)处，速度 ̃𝑣𝑟(𝑟1, 𝑦1)和 ̃𝑣𝑦(𝑟1, 𝑦1)可以有如下的傅里叶分解：

̃𝑣𝑟(𝑟1, 𝑦1) = ∑
𝑘𝑦

̃𝑣𝑘𝑦
𝑟

(𝑟1)e𝑖𝑘𝑦𝑦, and ̃𝑣𝑦(𝑟1, 𝑦1) = ∑
𝑘𝑦

̃𝑣𝑘𝑦
𝑦

(𝑟1)e𝑖𝑘𝑦𝑦 (3.9)

基于这样的两点响应和方程 (3.7)，可以写出如下的准线性表达式，

(𝑈1𝑈2)𝑘𝑦
𝜔

= −[𝑅(1)
𝑘𝑦
𝜔

̃𝑣𝑘𝑦
𝑟

(𝑥1)e𝑖𝑘𝑦𝑦1∂𝑟1 + 𝑅(1)
𝑘𝑦
𝜔

̃𝑣𝑘𝑦
𝑦

(𝑥1)e𝑖𝑘𝑦𝑦1∂𝑦1

+𝑅(2)
𝑘𝑦
𝜔

̃𝑣𝑘𝑦
𝑟

(𝑥2)e𝑖𝑘𝑦𝑦2∂𝑟2 + 𝑅(2)
𝑘𝑦
𝜔

̃𝑣𝑘𝑦
𝑦

(𝑥2)e𝑖𝑘𝑦𝑦2∂𝑦2] ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩

其中的 𝑅(1)
𝑘𝑦,𝜔 = 𝑖/(𝜔 − 𝑘𝑦𝑉𝑍 + 𝑖

𝜏𝑐
)是 𝛿𝑓 对 ̃𝜙的响应函数；带状电势中的剪切可以

引起频率迁移，从而改变相关时间；𝜏𝑐 是 𝑈̃ 的相关时间。于是可以将 ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩的演
化方程中的所有非线性关联项计算出来。具体来说，

𝑇1 = ∂𝑟1 ⟨ ̃𝑣𝑟1𝑈1𝑈2⟩

= −⟨∂𝑟1 ∑
𝑘𝑦

[𝑅(1)
𝑘𝑦
𝜔

| ̃𝑣𝑘𝑦
𝑟

(𝑥1)|
2

∂𝑟1 + 𝑅(2)
𝑘𝑦
𝜔

̃𝑣−𝑘𝑦
𝑟

(𝑥1) ̃𝑣𝑘𝑦
𝑟

(𝑥2)e𝑖𝑘𝑦(𝑦2−𝑦1)∂𝑟2

+ 𝑅(1)
𝑘𝑦
𝜔

̃𝑣−𝑘𝑦
𝑟

(𝑥1) ̃𝑣𝑘𝑦
𝑦

(𝑥1)∂𝑦1 + 𝑅(2)
𝑘𝑦
𝜔

̃𝑣−𝑘𝑦
𝑟

(𝑥1) ̃𝑣𝑘𝑦
𝑦

(𝑥2)e𝑖𝑘𝑦(𝑦2−𝑦1)∂𝑦2] ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩ ⟩

≡ −∂𝑟1 (𝐷𝑟,𝑟
1,1

∂𝑟1 + 𝐷𝑟,𝑟
1,2

∂𝑟2 + 𝐷𝑟,𝑦
1,1

∂𝑦1 + 𝐷𝑟,𝑦
1,2

∂𝑦2) ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩

以及，

𝑇2 = ∂𝑟2 ⟨ ̃𝑣𝑟2𝑈1𝑈2⟩ = −∂𝑟2 (𝐷𝑟,𝑟
2,1

∂𝑟1 + 𝐷𝑟,𝑟
2,2

∂𝑟2 + 𝐷𝑟,𝑦
2,1

∂𝑦1 + 𝐷𝑟,𝑦
2,2

∂𝑦2) ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩

𝑇3 = ∂𝑦1 ⟨ ̃𝑣𝑦1𝑈1𝑈2⟩ = −∂𝑦1 (𝐷𝑦,𝑟
1,1

∂𝑟1 + 𝐷𝑦,𝑟
1,2

∂𝑟2 + 𝐷𝑦,𝑦
1,1

∂𝑦1 + 𝐷𝑦,𝑦
1,2

∂𝑦2) ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩

𝑇4 = ∂𝑦2 ⟨ ̃𝑣𝑦2𝑈1𝑈2⟩ = −∂𝑦2 (𝐷𝑦,𝑟
2,1

∂𝑟1 + 𝐷𝑦,𝑟
2,2

∂𝑟2 + 𝐷𝑦,𝑦
2,1

∂𝑦1 + 𝐷𝑦,𝑦
2,2

∂𝑦2) ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩
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考虑到本章研究的是一个两点关联函数的问题，我们可以将上述项中仅与 𝑦
方向导数相关的那些项转化到相对坐标系中，从而利用极向平均后的量具有对称

性这一性质（即 ∂𝑦+⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩ = 0）。

𝑟± = 𝑟1 ± 𝑟2
2 , ∂

∂𝑟1,2
= 1

2 (
∂

∂𝑟+
± ∂

∂𝑟− )

𝑦± = 𝑦1 ± 𝑦2
2 , ∂

∂𝑦1,2
= 1

2 (
∂

∂𝑦+
± ∂

∂𝑦− )
那么对下面的例子有

∂𝑦1𝐷𝑦,𝑦
1,1

∂𝑦1 + ∂𝑦1𝐷𝑦,𝑦
1,2

∂𝑦2 + ∂𝑦2𝐷𝑦,𝑦
2,1

∂𝑦1 + ∂𝑦2𝐷𝑦,𝑦
2,2

∂𝑦2

= 1
4[ (∂𝑦+ − ∂𝑦−) 𝐷𝑦,𝑦

1,1 (∂𝑦+ − ∂𝑦−) + (∂𝑦+ − ∂𝑦−) 𝐷𝑦,𝑦
1,2 (∂𝑦+ + ∂𝑦−)

+ (∂𝑦+ + ∂𝑦−) 𝐷𝑦,𝑦
2,1 (∂𝑦+ − ∂𝑦−) + (∂𝑦+ + ∂𝑦−) 𝐷𝑦,𝑦

2,2 (∂𝑦+ + ∂𝑦−) ]

≈ 1
4∂𝑦− (𝐷𝑦,𝑦

1,1
+ 𝐷𝑦,𝑦

2,2
− 𝐷𝑦,𝑦

1,2
− 𝐷𝑦,𝑦

2,1) ∂𝑦−

于是有 𝑇1 + 𝑇2 + 𝑇3 + 𝑇4 = 𝑇𝑟 + 𝑇𝑦− + 𝑇cross。在这里，𝑇𝑟指代所有仅与 𝑟方向上导数
相关的那些项，而 𝑇𝑦− 则仅包含 𝑦− 方向上导数相关的项，最后 𝑇cross 中的项包含
两个方向上的导数。在 𝑇cross中，我们可以提取出类似于 𝐷𝑟,𝑦

1,2
− 𝐷𝑟,𝑦

1,1
+ 𝐷𝑟,𝑦

2,2
− 𝐷𝑟,𝑦

2,1
或者 𝐷𝑦,𝑟

1,1
+ 𝐷𝑦,𝑟

1,2
− 𝐷𝑦,𝑟

2,2
− 𝐷𝑦,𝑟

2,1
的项，它们在 1 → 2时都会趋于 0。所以所有的交叉

项都趋于 0。最后关于 ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩的方程 (3.6)转化为：

∂𝑡 ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩ + 𝑇𝑟(1, 2) + 𝑇𝑦−(1, 2) = −3
2𝛺𝐷 (⟨𝑈̃2∂𝑦1𝑇𝑖(1)⟩ + ⟨𝑈̃1∂𝑦2𝑇𝑖(2)⟩)

+ 𝐶𝑖∂𝑟(∆𝜙𝑍) (⟨𝑈̃2 ̃𝑣𝑟(1)⟩ + ⟨𝑈̃1 ̃𝑣𝑟(2)⟩)
(3.10)

其中定义了，

𝑇𝑟(1, 2) = −(∂𝑟1𝐷𝑟,𝑟
1,1

∂𝑟1 + ∂𝑟2𝐷𝑟,𝑟
2,2

∂𝑟2 + ∂𝑟1𝐷𝑟,𝑟
1,2

∂𝑟2 + ∂𝑟2𝐷𝑟,𝑟
2,1

∂𝑟1) ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩

𝑇𝑦−(1, 2) = −1
4∂𝑦−(𝐷𝑦,𝑦

1,1
+ 𝐷𝑦,𝑦

2,2
− 𝐷𝑦,𝑦

1,2
− 𝐷𝑦,𝑦

2,1)∂𝑦− ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩

方程 (3.10)正是本章需要的关于两点关联函数 ⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩的演化方程。依照本章开头
给出的研究路线，我们将利用该演化方程得到 ⟨ ̃𝜙2⟩的演化方程。

3.1.3 非线性项的简化：准线性闭包

在本小节将给出 𝑇𝑟和 𝑇𝑦−的一些简化，这在后面的推导中会用到。在 𝑇𝑟(1, 2)
的表达式中，关于 𝑟− 方向上的导数表征的是关联函数在 𝑟 方向上的分离的依赖
性，这一依赖会随着 𝑟− → 0 而趋于 0。但是关联函数在 𝑟+ 方向上的导数对平
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均分布是敏感的。把所有项中仅与 ∂𝑟+ 上的导数相关的项提取出来得到 𝑇𝑟(1, 2) =
−∂𝑟+𝐷𝑟,𝑟∂𝑟+⟨𝑈̃1𝑈̃2⟩ + ⋯。对于其中的 𝐷𝑟,𝑟，当取极限 𝑟− → 0有

𝐷𝑟,𝑟 = lim
𝑟1→𝑟2 (𝐷𝑟,𝑟

1,1
+ 𝐷𝑟,𝑟

1,2
+ 𝐷𝑟,𝑟

2,1
+ 𝐷𝑟,𝑟

2,2)

= lim
𝑟1→𝑟2 ∑

𝑘𝑦
[𝑅(1)

𝑘𝑦
𝜔

| ̃𝑣𝑘𝑦
𝑟

(𝑟1)|
2

+ 𝑅(2)
𝑘𝑦
𝜔

| ̃𝑣𝑘𝑦
𝑟

(𝑟2)|
2

+ 𝑅(2)
𝑘𝑦
𝜔

̃𝑣−𝑘𝑦
𝑟

(𝑟1) ̃𝑣𝑘𝑦
𝑟

(𝑟2)e𝑖𝑘𝑦(𝑦2−𝑦1) + 𝑅(1)
𝑘𝑦
𝜔

̃𝑣−𝑘𝑦
𝑟

(𝑟2) ̃𝑣𝑘𝑦
𝑟

(𝑟1)e𝑖𝑘𝑦(𝑦1−𝑦2)
]

= 2 ∑
𝑘𝑦

𝑅𝑘𝑦
𝜔

𝑘2
𝑦 | ̃𝜙𝑘|

2 (1 + cos(𝑘𝑦𝑦−)) (3.11)

这是一个关于 𝑘𝑦的求和，其值取决于 ⟨ ̃𝜙2
𝑘⟩在 𝑘𝑦上的分布。在接下来的讨论中，可

以看到 𝐷𝑟,𝑟 的近似值取决于 ⟨ ̃𝜙2⟩在 𝑦− 方向上的展开。为了表征这种展开，可以

定义一个二阶矩：

⟨𝑦2
−⟩ =

∫ 𝑦2
− ⟨ ̃𝜙2⟩ (𝑟, 𝑦−)d𝑦−

∫ ⟨ ̃𝜙2⟩ (𝑟, 𝑦−)d𝑦−

考虑 ⟨𝑦2
−⟩的两种情况：

• 当大多数 ⟨ ̃𝜙2
𝑘⟩(𝑟, 𝑦−)开始在 𝑦−上延展时（即 ⟨𝑦2

−⟩ → 0），在公式 (3.11)中，求

和的贡献将会主要集中在 𝑘𝑦𝑦− ∼ 0的那些项上，从而近似地有 cos(𝑘𝑦𝑦−) ≈ 1。
• 当考虑 ⟨ ̃𝜙2

𝑘⟩(𝑟, 𝑦−)主要都是延展较大的 𝑦−时（即 ⟨𝑦2
−⟩ > 1），求和的贡献将

集中在那些 𝑘𝑦𝑦− > 1的 ⟨ ̃𝜙2
𝑘⟩(𝑟, 𝑦−)项上，近似地说 cos(𝑘𝑦𝑦−)将快速地震荡。

于是可以认为公式 (3.11)中关于 cos(𝑘𝑦𝑦−)的求和将会抵消。
归纳起来，对公式 (3.11)，有如下近似：

𝐷𝑟,𝑟 ≈
⎧⎪
⎨
⎪⎩

4𝐷0 ⟨ ̃𝜙2⟩ ,when⟨𝑦2
−⟩ → 0,

2𝐷0 ⟨ ̃𝜙2⟩ ,when⟨𝑦2
−⟩ > 1.

此处定义 𝐷0 = ∑𝑘𝑦
𝑅𝑘𝑦

𝜔
𝑘2

𝑦 | ̃𝜙𝑘|
2 /⟨ ̃𝜙2⟩。

对 𝑇𝑦− 和 𝐷𝑦,𝑦 也可以有同样的近似。我们让 𝑟− → 0，但是保留了对 𝑦− 的依

赖，

𝐷𝑦,𝑦 = lim
𝑟1→𝑟2 (𝐷𝑦,𝑦

1,1
+ 𝐷𝑦,𝑦

2,2
− 𝐷𝑦,𝑦

1,2
− 𝐷𝑦,𝑦

2,1)

≈ 2 ∑
𝑘𝑦

𝑅𝑘𝑦
𝜔

| ̃𝜙𝑘|
2 𝑘2

𝑦

𝑘2
𝑦𝑙2

𝑟
(1 − cos(𝑘𝑦𝑦−))

这里的 𝑙𝑟 是模式的相关长度，大小大概在几个 𝜌𝑖 附近。当 ⟨𝑦2
−⟩ → 0 时，有 1 −

cos(𝑘𝑦𝑦−) ≃ (𝑘𝑦𝑦−)2/2，以至于上式在求和后剩余 ⟨𝑦2
−⟩。另一方面，当 ⟨𝑦2

−⟩ > 1时，
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关于 cos 𝑘𝑦𝑦−的求和抵消。归结起来，结果为：

𝐷𝑦,𝑦 =
⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝐷0 ⟨ ̃𝜙2⟩
⟨𝑦2

−⟩
𝑙2
𝑟

,when⟨𝑦2
−⟩ → 0,

2𝐷0 ⟨ ̃𝜙2⟩
1

𝑘̄2
𝑦𝑙2

𝑟
,when⟨𝑦2

−⟩ > 1.

可以注意到 𝐷𝑟,𝑟 和 𝐷𝑦,𝑦 都取决于 ⟨𝑦2
−⟩的尺度大小。如果 ⟨ ̃𝜙2

𝑘⟩一开始只具有一个
很小的 𝑦−上延展（这同时对应于 ⟨𝑦−⟩ = 0和 ⟨𝑦2

−⟩ → 0）。那么演化方程将会给出

∂
∂𝑡 ⟨𝑦2

−⟩ =
∫ 𝑦2

−
∂

∂𝑦−
𝐷𝑦,𝑦

∂
∂𝑦−

⟨ ̃𝜙2⟩ d𝑦−

∫ ⟨ ̃𝜙2⟩ (𝑟, 𝑦−)d𝑦−
∼ 2

∫ 𝐷𝑦,𝑦 ⟨ ̃𝜙2⟩ d𝑦−

∫ ⟨ ̃𝜙2⟩ (𝑟, 𝑦−)d𝑦−
∝ 2𝐷0 ⟨ ̃𝜙2⟩

⟨𝑦2
−⟩

𝑙2
𝑟

将上面的式子在时间上积分，得到

⟨𝑦2
−⟩ ∝ exp(2𝐷0 ⟨ ̃𝜙2⟩

𝑡
𝑙2
𝑟 )

这代表着当 ⟨𝑦2
−⟩ 较小时，⟨𝑦2

−⟩ 将会在 𝑦− 上随时间指数增长，直到 𝑦− 达到数个

1/𝑘𝑦大小。结果最终的𝐷𝑟,𝑟和𝐷𝑦,𝑦都将处于 ⟨𝑦2
−⟩较大的情形。所以在本章之后的

推导中，主要关注较大 ⟨𝑦2
−⟩的情形，即对应于输运系数：

𝐷𝑟,𝑟 = 2𝐷0 ⟨ ̃𝜙2⟩ (3.12)

𝐷𝑦,𝑦 = 2𝐷0 ⟨ ̃𝜙2⟩
1

𝑘̄2
𝑦𝑙2

𝑟
(3.13)

回到本章前述的研究路线，我们下一步需要将格林函数作用在方程 (3.10)上，

以得到关联函数 ⟨ ̃𝜙1 ̃𝜙2⟩的演化方程。

3.1.4 从涡量拟能 ⟨𝑈̃ 2⟩到电势强度 ⟨ ̃𝜙2⟩演化

基于方程 (3.10)，我们对其中的 𝑈̃ 2应用双格林函数，然后取极限 𝑟1 → 𝑟2，进

而得到 ⟨ ̃𝜙2⟩的演化方程。在方程 (3.3)和 (3.10)中用到的格林函数是基于公式 (3.2)

的傅里叶逆变换得出的：

𝒢(𝑥) = 1
𝛿2

𝑏
ℱ −1

{
1

𝐴 + 𝑘2 } = √𝐴
2 e−√𝐴|𝑥|

𝒢(𝑥, 𝑥′) = √𝐴
2 e−√𝐴|𝑥−𝑥′| (3.14)

其中，𝐴 = 𝐶𝑒/(𝐶𝑖𝛿2
𝑏 ) = 𝜏/(√2𝜀0𝛿2

𝑏 ) ∼ 𝛿−2
𝑏 。而 𝛿𝑏 是香蕉轨道宽度，它将小于 𝛿𝑏 的

结构平均掉。所以任何同该格林函数卷积的结构必然大于 𝛿𝑏的尺度。

我们首先处理方程 (3.10)等号右边的项。和带状流相关的那些项可能限制湍

流传播[16, 21, 73]，为了简化研究，在本章之后的内容中，我们忽略与带状电势的相
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互作用。至于同温度扰动和曲率漂移相关的项，将它们与双 Green函数卷积后，有

如下关系：

𝐴
4 ∬ e−√𝐴(|𝑟′

1−𝑟1|+|𝑟′
2−𝑟2|)

( ⟨𝑈̃2′∂𝑦1′
̃𝑇1′⟩ + ⟨𝑈̃1′∂𝑦2′

̃𝑇2′⟩ )d𝑟′
1d𝑟′

2

= √𝐴
2 ( ∫ e−√𝐴|𝑟′

1−𝑟1|
⟨ ̃𝜙2∂𝑦1′

̃𝑇1′⟩ d𝑟′
1 + ∫ e−√𝐴|𝑟′

2−𝑟2|
⟨ ̃𝜙1∂𝑦2′

̃𝑇2′⟩ d𝑟′
2)

其中的格林函数会将 𝑈̃ 转化为 ̃𝜙。对上式取极限给出下面的式子。由于上式中的
括号是对 𝑦+方向上做的平均，可以做分部积分，从而有，

2√𝐴
2 ∫ e−√𝐴|𝑟′−𝑟| ⟨ ̃𝜙∂𝑦 ̃𝑇 ⟩ d𝑟 = √𝐴 ∫ e−√𝐴|𝑟′−𝑟| ⟨ ̃𝑣𝑟 ̃𝑇 ⟩ d𝑟′ (3.15)

这代表了热通量 ⟨ ̃𝑣𝑟 ̃𝑇 ⟩对 ⟨ ̃𝜙2⟩的分布式泵浦。我们称之为非局域增长。由于非局
域卷积核具有几个 𝛿𝑏 的宽度，从而使得 ⟨ ̃𝜙2⟩在 𝑟一个点处的增长受到宽度为 𝛿𝑏

的一个区域的影响。

不过需要强调的是，因为 𝛿𝑏/𝐿𝑇 ≪ 1，所以在这里得到的仍然是一个较为中等
的非局域效应。这样的非局域增长的存在有两个条件：

• 一是磁场的曲率的存在，使得捕获离子轨道和离子进动存在。

• 二是捕获离子的极化电荷效应，导致了温度扰动的散布。

在时间尺度 𝜏 > 𝜏𝑏 上，这些效应将导致非局域增长，其中，𝜏𝑏 是捕获离子回弹时

间。对方程 (3.10)等号左边的 𝑇𝑟项应用双格林函数，结果为：

∬ 𝒢(𝑥1, 𝑥′
1)𝒢(𝑥2, 𝑥′

2)𝑇𝑟(1′, 2′)d𝑥′
1d𝑥′

2

由于 𝑙𝑠 > 𝛿𝑏（即，关联函数的尺度超过了香蕉轨道宽度）我们可以将 𝑇𝑟(1′, 2′)在
点 𝑥1和 𝑥2附近展开为：

𝑇𝑟(1′, 2′) =𝑇𝑟(1, 2) + [(𝑟′
1 − 𝑟1) ∂

∂𝑟1
+ (𝑟′

2 − 𝑟2) ∂
∂𝑟2 ] 𝑇𝑟(1, 2)

+ 1
2[(𝑟′

1 − 𝑟1)2 ∂2

∂𝑟2
1

+ (𝑟′
2 − 𝑟2)2 ∂2

∂𝑟2
2

+ 2(𝑟′
1 − 𝑟1)(𝑟′

2 − 𝑟2) ∂
∂𝑟1

∂
∂𝑟2 ]𝑇𝑟(1, 2) + ⋯

=
∞

∑
𝑚=0,𝑛=0

𝑇 (𝑚,𝑛)
𝑟

𝛤 (𝑚 + 1)𝛤 (𝑛 + 1)(𝑟1 − 𝑟′
1)𝑚(𝑟2 − 𝑟′

2)𝑛

这里的 𝛤 (𝑚 + 1) = 𝑚!是伽马函数，𝑚是一个整数，并且有

𝑇 (𝑚,𝑛)
𝑟 ≡ 𝐶𝑚

𝑚+𝑛∂𝑚
𝑟1∂𝑛

𝑟2𝑇𝑟(1, 2)

=
𝐶𝑚

𝑚+𝑛
2𝑚+𝑛 ∂𝑚+𝑛

𝑟+ 𝑇𝑟(1, 2) + ⋯
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另外，在后面的推导中将会用到如下关于组合数 𝐶𝑚
𝑚+𝑛的一些公式：

𝑚+𝑛

∑
𝑚=0

𝐶𝑚
𝑚+𝑛 = 2𝑚+𝑛, (3.16)

𝑚+𝑛

∑
𝑚=0,

mod (𝑚,2)=0

𝐶𝑚
𝑚+𝑛 = 2𝑚+𝑛−1, 𝑚 + 𝑛 ≠ 0 (3.17)

当格林函数卷积被作用到 𝑇𝑟(1, 2)上时，因为卷积核本身是一个在 𝑟上的偶函
数，所以只有那些同时满足 𝑚和 𝑛为偶数的项才能在积分中保留下来。于是，

𝐴
4 ∬e−√𝐴|𝑟′

1−𝑟1|−√𝐴|𝑟′
2−𝑟2|𝑇𝑟(1′, 2′)d𝑟′

1d𝑟′
2

= 𝐴
4

∞

∑
𝑚=0,𝑛=0

𝑇 (𝑚,𝑛)
𝑟

𝛤 (𝑚 + 1)𝛤 (𝑛 + 1) ∬ e−√𝐴(|𝑟′
1−𝑟1|+|𝑟′

2−𝑟2|)(𝑟1 − 𝑟′
1)𝑚(𝑟2 − 𝑟′

2)𝑛d𝑟′
1d𝑟′

2

= 𝐴
4

∞

∑
𝑚=0,𝑛=0
mod (𝑚,2)=0
mod 𝑛,2=0

𝐶𝑚
𝑚+𝑛

2𝑚+𝑛 ∂𝑚+𝑛
𝑟+ 𝑇𝑟(1, 2) 2

𝐴
𝑚+1

2

2
𝐴

𝑛+1
2

(3.18)

在上面的推导中，积分结果被伽马函数抵消。重写 𝑘 ≡ 𝑚 + 𝑛并利用公式 (3.17)，则

上式可以重写为：

1
2𝑇𝑟(1, 2) + 1

2

∞

∑
𝑘=0

mod (𝑘,2)=0

1
𝐴

𝑘
2

∂𝑘
𝑟+𝑇𝑟(1, 2) = 1

2𝑇𝑟(1, 2) + √𝐴
4 ∫ e−√𝐴|𝑟′

+−𝑟+|𝑇𝑟(1′, 2′)d𝑟′
+

或者等效地，

(
1
2 + 1

2𝒢(𝑟+) ⊗ )𝑇𝑟(1, 2) (3.19)

这里我们定义了 𝒢(𝑟+) = √𝐴
2 e−√𝐴|𝑟+|，而 𝑓(𝑥) ⊗ 𝑔(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑥′)𝑔(𝑥′)d𝑥′是一个

卷积。在 𝑇𝑟(1, 2)中，关于 𝑟+的依赖是隐式地。在取极限 𝑟1 → 𝑟2后，𝑇𝑟(1, 2)将会
导致一个扩散项。因为这个表达式中包含了和公式(3.15)相同的卷积关系，以至于

也同样引入了来自不同空间处的影响，所以为了和前面的表述保持一致，我们将

表达式 (3.19)称为非局域扩散项。再次强调这是一项中等水平的非局域性。

事实上，动理学准中性方程中的极化电荷项 ∆ ̃𝜙是一个在 𝛿𝑏 ≪ 1时的最低阶
的近似[68]。当 𝛿𝑏不是很小时，有理由认为卷积核可能不是完全对称的，以至于卷

积积分中 𝑚和 𝑛同时为偶整数的条件过于苛刻。基于此，我们认为，为了使得积
分不为 0，约束条件 𝑚和 𝑛为偶数可以放松为 𝑚 + 𝑛为偶数。基于这一想法，我们
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使用下面的表达式而不是 (3.19)去研究非局域扩散带来的影响。

𝐴
4 ∬ e−√𝐴|𝑟′

1−𝑟1|−√𝐴|𝑟′
2−𝑟2|𝑇𝑟(1′, 2′)d𝑟′

1d𝑟′
2 ∼ √𝐴

2 ∫ e−√𝐴|𝑟′
+−𝑟+|𝑇𝑟(1′, 2′)d𝑟′

+

= 𝒢(𝑟+) ⊗ 𝑇𝑟(1, 2)
(3.20)

在这里所有包含对 𝑟−导数的项都被忽略了。

下一步是在方程 (3.20)中取极限 𝑟1 → 𝑟2，利用 𝑈̃ 的定义，得到

⟨𝑈̃(1)𝑈̃ (2)⟩ ∼ ⟨( ̃𝜙(1) − 𝛿2
𝑏∂2

𝑟1
̃𝜙(1)) ( ̃𝜙(2) − 𝛿2

𝑏∂2
𝑟2

̃𝜙(2))⟩
= ⟨ ̃𝜙(1) ̃𝜙(2)⟩ − 𝛿2

𝑏 (∂2
𝑟1 + ∂2

𝑟2) ⟨ ̃𝜙(1) ̃𝜙(2)⟩ + ⋯

在 𝑟1 → 𝑟2的极限下，结合上面的表达式，得到 𝑇𝑟：

lim
𝑟1→𝑟2

𝑇𝑟(1, 2) = − lim
𝑟1→𝑟2 [

1
4∂𝑟+(𝐷𝑟,𝑟

1,1
+ 𝐷𝑟,𝑟

2,2
+ 𝐷𝑟,𝑟

1,2
+ 𝐷𝑟,𝑟

2,1)∂𝑟+ + ⋯ ]

× [ ⟨ ̃𝜙(1) ̃𝜙(2)⟩ −
𝛿2

𝑏
2 ∂2

𝑟+ ⟨ ̃𝜙(1) ̃𝜙(2)⟩ + ⋯ ]

= −∂𝑟+𝐷𝑟+,𝑟+∂𝑟+ [⟨ ̃𝜙2⟩ −
𝛿2

𝑏
2 ∂2

𝑟+ ⟨ ̃𝜙2⟩]
(3.21)

把上面的 𝑇𝑟代入方程 (3.20)，再代入热通量驱动 (3.15)，我们最终得到了 ⟨ ̃𝜙2⟩
的演化方程，这里我们用 𝑟替换了 𝑟+。结果是：

∂𝑡 ⟨ ̃𝜙2⟩ = √𝐴
2 ∫ e−√𝐴|𝑟′−𝑟| ∂

∂𝑟′ [
2𝐷0 ⟨ ̃𝜙2⟩

∂
∂𝑟′ (⟨ ̃𝜙2⟩ −

𝛿2
𝑏

2
∂2

∂𝑟′2 ⟨ ̃𝜙2⟩)]
d𝑟′

− 3𝛺𝐷
√𝐴

2 ∫ e−√𝐴|𝑟′−𝑟| ⟨ ̃𝑣𝑟 ̃𝑇 ⟩ (𝑟′)d𝑟′ + 1
2∂𝑦−𝐷𝑦,𝑦∂𝑦− ⟨ ̃𝜙2⟩

(3.22)

如果在上面的方程的基础上，忽略所有非局域项、𝛿𝑏相关的项，那么可以得到：

∂𝑡 ⟨ ̃𝜙2⟩ = ∂
∂𝑟𝐷𝑟,𝑟

∂
∂𝑟 ⟨ ̃𝜙2⟩ − 3𝛺𝐷 ⟨ ̃𝑣𝑟 ̃𝑇 ⟩ + 1

2∂𝑦−𝐷𝑦,𝑦∂𝑦− ⟨ ̃𝜙2⟩ (3.23)

回忆人们常常使用的针对对弱湍流的简单湍流自扩散模型[15, 16, 20]:

∂𝑡ℰ = ∂𝑥[(𝐷0ℰ)∂𝑥ℰ] − 𝛾NLℰ2 + 𝛾ℰ = 0 (3.24)

其中 ℰ 是湍流拟能[74]。可以看到方程 (3.23)和 (3.24)之间的相似性，(3.23)具体

到每一项都可以回归到传统模型。对方程 (3.23)中的通量项，如果采用近似𝐷𝑟,𝑟 =
2𝐷0⟨ ̃𝜙2⟩，正如前一节中的表达式 (3.12)，那么可以得到

𝛤 (⟨ ̃𝜙2⟩) ∼ 2𝐷0⟨ ̃𝜙2⟩∂𝑟⟨ ̃𝜙2⟩

这样就恢复了简单模型中的通量。进一步，利用前一节文中的表达式 (3.13)给出
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的 𝐷𝑦,𝑦 = 2𝐷0⟨ ̃𝜙2⟩/(𝑘̄2
𝑦𝑙2

𝑟 )，这里我们认为 ∂𝑦− ∼ 𝑖𝑘̄𝑦，那么有，

∂𝑦−𝐷𝑦,𝑦∂𝑦− ⟨ ̃𝜙2⟩ ∝ −2𝐷0
𝑙2
𝑟

⟨ ̃𝜙2⟩
2

上式给出了在 𝑟− → 0条件下仍然存在的局域性耗散。这对应于传统简单模型中的
局域非线性耗散 −𝛾NLℰ2。然后用线性增长代替热通量驱动项：

⟨ ̃𝑣𝑟 ̃𝑇 ⟩ ∼ − ⟨ ̃𝜙2⟩ ∂𝑟⟨𝑇 ⟩ ∼ −𝛾𝐿 ⟨ ̃𝜙2⟩

我们在这里已经假设了 ∂𝑟⟨𝑇 ⟩ ∼ ⟨𝑇 ⟩/𝐿𝑇 > 0，并且 𝛾 ∝ ⟨𝑇 ⟩/𝐿𝑇。最后，综合以上的

陈述得到如下方程：

∂𝑡 ⟨ ̃𝜙2⟩ = ∂
∂𝑟 (2𝐷0 ⟨ ̃𝜙2⟩

∂
∂𝑟 ⟨ ̃𝜙2⟩) + 𝛾𝐿 ⟨ ̃𝜙2⟩ − 𝐷0

𝑙2
𝑟

⟨ ̃𝜙2⟩
2 (3.25)

方程 (3.25)包含了最基本的非线性扩散、局域增长和耗散，具有和常规的湍流自

扩散模型 (3.24)相同的形式[16, 20]。不过同时也注意到此处的模型和经典模型之间

的不同。最明显的区别是，我们的模型研究的是 ⟨ ̃𝜙2⟩的演化，而经典模型研究的
是湍流能量 ℰ。同时，很重要的一点是，我们通过保留在 𝑦−上的扩散而得到了耗

散项，通过曲率漂移得到了增长项。这些新的结果加深了我们对传统模型中的物

理的理解。

方程 (3.25)是在忽略所有与 𝛿𝑏 相关的项的条件下（𝛿𝑏 ≪ 1）得到的。当我们
重新补全所有之前暂时忽略的非局域项后，可得，

∂𝑡 ⟨ ̃𝜙2⟩ = 𝒢 ⊗ ∂
∂𝑟 [

2𝐷0 ⟨ ̃𝜙2⟩
∂
∂𝑟 (⟨ ̃𝜙2⟩ −

𝛿2
𝑏

2
∂2

∂𝑟2 ⟨ ̃𝜙2⟩)]

+ 𝒢 ⊗ (𝛾𝐿(𝑟) ⟨ ̃𝜙2⟩) − 𝐷0
𝑙2
𝑟

⟨ ̃𝜙2⟩
2

(3.26)

上述方程 (3.26)同时包含非局域扩散（等号右边第一项）和非局域增长（等号右

边第二项）。因为它们都包含卷积，并在空间上引入了 𝑟′ ≠ 𝑟的贡献，所以本文将
它们统称为非局域效应。这些显式的非局域效应在效果上是较为中等的，但是可

以为湍流自扩散带来巨大的不同。这些非局域效应是我们的模型和传统模型 (3.24)

相比另一个重要的不同点。在表3.1中比较了不同模型之间的差异，即本章中的模

型 (3.26)、传统模型 (3.24)、Dupree的两点相关模型[75]。

我们可以将方程 (3.25)无量纲化：

𝑡 → ̂𝑡
𝛾𝐿

, 𝑟 → ̂𝑟𝐿𝑇 , ⟨ ̃𝜙2⟩ → ̂𝐼 𝛾𝐿
𝛾𝑁𝐿

这里用到了一个恒定的线性增长率 𝛾𝐿，那么 𝛾𝐿/𝛾𝑁𝐿便是 ⟨ ̃𝜙⟩的饱和水平。之后得
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表 3.1 模型 (3.26)和传统模型、Dupree的两点关联理论[75]的比较

Conventional models Yan & Diamond Dupree

Quantity 𝐼 ⟨ ̃𝜙2⟩ in Ref.[16]. ⟨ ̃𝜙2⟩ ⟨ ̃𝑓1 ̃𝑓2⟩
Turbulence energy ℰ in Ref.[20]

𝑁𝑘 and 𝐾𝑘 in Ref.[21]

Spatial 𝑟 𝑟+, 𝑦− 𝑟−

𝐷(𝐼) ≃ 𝐷0𝜀𝛼 𝐷0⟨ ̃𝜙2⟩ 𝐷rel

𝛾𝐿 Local Nonlocal ­

𝛾NL Coupling to small structure Expansion in 𝑦−, 𝐷0/𝑙2
𝑟 ­

∆𝑝 depends on ∼ √2𝐷0/𝛾NL 𝑙𝑟, 𝛿𝑏 ­

Derivation Phenomenology in Ref.[16] 2­p corr., 2­p corr.

Fokker­Planck and QL in Ref.[20] Green’s function

到如下方程：

∂
∂ ̂𝑡

̂𝐼 = ∂
∂ ̂𝑟 (2𝐷̂0 ̂𝐼 ∂

∂ ̂𝑟
̂𝐼) + ̂𝐼 − ̂𝐼2 (3.27)

其中，

𝐷̂0 = 𝐷0
𝐿2

𝑇 𝛾𝑁𝐿
= 𝐷0𝑙2

𝑟
𝐿2

𝑇 𝐷0
= 𝑙2

𝑟
𝐿2

𝑇

𝑙𝑟 的尺度粗略估计应当近似于 𝜌𝑖 并且受到 𝛿𝑏 的限制。在方程 (3.13) 中，由于缺

乏对谱的详细计算（难度较高！），所以在这里将其设置为接近离子回旋半径，即，

𝑙𝑟 ∼ 𝜌𝑖。这同时意味着输运系数将会遵循回旋玻姆定标率 𝐷̂0 ≃ (𝜌/𝐿𝑇 )2。这样在

方程 (3.27)中，将会只有一个参数，即模式的相关长度 𝑙𝑟∗ ≡ 𝑙𝑟/𝐿𝑇，而其正比于

𝜌∗ ≡ 𝜌𝑖/𝐿𝑇。而针对修正后的模型方程 (3.26)，我们也可以做无量纲化，结果如下：

∂
∂ ̂𝑡

̂𝐼 = 𝒢 ⊗ ∂
∂ ̂𝑟 [

2𝐷̂0 ̂𝐼 ∂
∂ ̂𝑟 (

̂𝐼 −
𝛿2

𝑏∗
2

∂2

∂ ̂𝑟2
̂𝐼
)]

+ 𝒢 ⊗ ̂𝐼 − ̂𝐼2 (3.28)

这里的 𝛿𝑏∗已经对 𝐿𝑇 作了归一化.

方程 (3.28)较为复杂，可以通过两种不同的方法去简化近似它，即仅保留非局

域扩散项，如 (3.29a)；或仅保留非局域增长项，如 (3.29b)。当然，完全的简化会

给出方程 (3.27)。

∂
∂ ̂𝑡

̂𝐼 = 𝒢 ⊗ ∂
∂ ̂𝑟 [

2𝐷̂0 ̂𝐼 ∂
∂ ̂𝑟 (

̂𝐼 −
𝛿2

𝑏∗
2

∂2

∂ ̂𝑟2
̂𝐼
)]

+ ̂𝐼 − ̂𝐼2 (3.29a)

∂
∂ ̂𝑡

̂𝐼 = ∂
∂ ̂𝑟 (2𝐷̂0 ̂𝐼 ∂

∂ ̂𝑟
̂𝐼) + 𝒢 ⊗ ̂𝐼 − ̂𝐼2 (3.29b)
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在上面的模型中，我们看到了第二个控制参数 𝛿𝑏∗。等效地来说，可以重新缩放坐

标 𝑟为 𝑟 = ̂̂𝑟𝛿𝑏/𝐿2
𝑇，从而使得在方程 (3.28)中仅剩的控制参数为 ̂̂𝐷0 = 𝐷0𝑙2

𝑟 /𝛿2
𝑏。于

是有 𝑙𝑟∗以及比例 𝛿𝑏∗/𝑙𝑟∗为模型中的控制参数。改变装置尺寸或 𝐿𝑇 ，而不改变 𝛿𝑏∗

和 𝑙𝑟∗，那么结果将只是等效地缩放坐标。

为了了解哪种近似更合理有效，需要比较两种简化模型 (3.27) 和 (3.28) 在湍

流自扩散的结果上的差异。具体来说，我们致力于在本章的剩余部分中回答下面

几个问题：

1. 这些非局域项是如何影响湍流自扩散的锋面的形成和传播的？

2. 更重要的是，这些非局域项如何影响湍流到线性稳定区域的浸润深度？在这

里我们可以期望看到两种非局域效应都会使得传播锋面的展宽和传播速度

的增大，并且将有更深的浸润深度。

3. 一个关键的问题是：哪一种非局域效应更强？非局域扩散还是非局域增长？

这里我们要比较原始模型 (3.28)和两个简化模型 (3.29a)和 (3.29b)在效果上

的差异。

4. 最后一个问题是，这些非局域效应如何影响输运？

值得注意的是，如果我们在上述模型中不使用卷积，仅仅将卷积展开为一系

列高阶导数近似的话，那么数值上得到的结果将会产生负值和锋面波动。所以使

用卷积可以得到更好的结果。下面对卷积展开近似这种方法给出一个简单的讨论。

卷积的展开近似

只要初始值为正，卷积形式将保持值为正数。但是在本文研究的模型中，如

果通过高阶导数展开来近似卷积则可能导致强度值出现负值。从模型 (3.26)出发，

考虑到卷积可以写为一个算符：

⎛
⎜
⎜
⎝

∞

∫
0

e−|𝑟|/𝛿𝑏
⎞
⎟
⎟
⎠

⊗ ⇒ 1 + 𝛿2
𝑏∂2

𝑟 + 𝛿4
𝑏∂4

𝑟 + ⋯ ⇒ 1 − 𝛿2
𝑏𝑚2

𝑟 + 𝛿4
𝑏𝑚4

𝑟 − ⋯ (3.30)

这里我们用 𝑚𝑟 代表 ⟨ ̃𝜙2⟩的波数，以示同 ̃𝜙的波数 𝑘区分。于是模型 (3.26)可以

写成：

−𝑖𝜔⟨ ̃𝜙2⟩𝑚𝑟 = (1 − 𝛿2
𝑏𝑚2

𝑟 + 𝛿4
𝑏𝑚4

𝑟 − ⋯)

×
(

𝛾𝐿⟨ ̃𝜙2⟩𝑚𝑟 − 2𝐷0𝑚2
𝑟 (1 +

𝛿2
𝑏

2 𝑚2
𝑟 )⟨ ̃𝜙2⟩2

𝑚𝑟)
− 𝐷0

𝑙2
𝑟

⟨ ̃𝜙2⟩2
𝑚𝑟 (3.31)
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让 𝜔 = 𝜔𝑅 + 𝑖𝛾total，其中包含了实数部分和总的增长率。因为 𝑚𝑟 ∼ 𝑙−1
𝑠 以及 𝑙𝑠 > 𝛿𝑏，

我们可以尝试用不同阶数 𝛿2
𝑏𝑚2

𝑟 的项来近似卷积。例如，0阶近似给出：

𝛾 (0)
total = 𝛾𝐿 − (2𝐷0𝑚2

𝑟 + 𝐷0
𝑙2
𝑟 ) ⟨ ̃𝜙2⟩𝑚𝑟 (3.32)

这对应于通常的湍流自扩散模型所描述的图像：⟨ ̃𝜙2⟩的演化受到线性增长率 𝛾𝐿的

激发然后在足够大的正的 ⟨ ̃𝜙2⟩值时饱和。如果引入下一阶（2阶）的近似，可以

得到

𝛾 (0)
total + 𝛾 (2)

total = 𝛾𝐿 − (2𝐷0𝑚2
𝑟 + 𝐷0

𝑙2
𝑟 ) ⟨ ̃𝜙2⟩𝑚𝑟 − 𝛿2

𝑏𝑚2
𝑟 𝛾𝐿 + 𝛿2

𝑏𝐷0𝑚4
𝑟 ⟨ ̃𝜙2⟩𝑚𝑟 (3.33)

上式中等号右侧的第三项来自于对卷积和增长率项的近似，其对饱和机制没有破

坏。但是等号右侧的第四项可能破坏饱和机制，尤其是对正的 ⟨ ̃𝜙2⟩𝑚𝑟 在 𝑚𝑟足够大

时。同时对于一个负的 ⟨ ̃𝜙2⟩𝑚𝑟 系统也有可能饱和，从而使得 ⟨ ̃𝜙2⟩的演化中可以出
现负值。当我们继续增加近似的阶数，可得，

𝛾 (4)
total = 𝛿4

𝑏𝑚4
𝑟 𝛾𝐿 − 𝛿4

𝑏𝐷0𝑚6
𝑟 ⟨ ̃𝜙2⟩𝑚𝑟 (3.34)

上式中的第二项似乎可以解决前面提到的问题，但是却需要引入 6阶导数，以及更

精细的网格。简单来说，模型 (3.26)中的非局域非线性扩散项导致了强度可能出现

负值，而我们在之后也可以看到，当非局域扩散项在非局域增长存在时，这一项完

全可以简化为通常的局域扩散项。出现非局域扩散项是由 2𝐷0𝑚2
𝑟 (1 + 𝛿2

𝑏
2 𝑚2

𝑟 )⟨ ̃𝜙2⟩2
𝑚𝑟

中的系数 1/2 导致的，而究其原因是我们在推导过程中坚持先计算积分然后取极

限 1 → 2。所以使用卷积还是展开近似，在物理上并不关键。

�✁✂✄☎✁✂✆✝✞ ✟✠✡✠☛

☞✌✍✎✏✑✏✌✒ ☞✓✔✍✕✍✌✕✏✖
☞✌✍✎✑✓ ✕✓✗✏✘✙✚✙✛✌✍✎✑✓ ✕✓✗✏✘✙

❉
⑦✣✷

❊

r
✜✘✘✌

✢✓✙✌✓✕

✤✓✍✥

❱❢

✦♣

❙✧

❙❧

图 3.1 湍流自扩散过程的示意图。可以定义传播锋面的 “Head”、“Center”、“Foot”以描
述其形状。穿透进入线性稳定区的深度定义为 ∆𝑝，等效深度定义为 𝑆𝑝。𝑆𝑙 是线性不稳定
区内损失的湍流强度
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3.2 强度方程的数值研究

在前面的章节中，我们从动理学方程出发推导了通常的扩散模型方程 (3.27)，

还有修正后的包含非局域效应的模型方程 (3.28) ­ (3.29b)。这些模型在非局域性消

失时，回归到经典模型 (3.27)的形式。模型 (3.27)在过去已经被广泛研究[16, 20, 21]。

基于这些研究，我们了解了湍流自扩散的一些基本图像，如图 3.1所示。湍流在不

稳定区域增长起来，然后饱和到一个特定的水平，接着形成一个湍流强度的锋面。

锋面将会以一个恒定的速度 𝑉𝑓 移动。我们可以从图像上基于剖面达到特定的值

来定义锋面的 “Head”和 “Foot”。同时我们定义锋面的最大梯度的位置为 “Center”。

当锋面到达不稳定区域的边界时，它将会穿透一定的深度进入到稳定区域。为了

分析有多少湍流穿透（浸润）到稳定区域，我们定义了几个量：∆𝑝是浸润后的锋

面的 “Foot”所在的位置，其单位为 𝐿𝑇；𝑆𝑝 是在稳定区域由剖面和坐标轴所围的

面积，如图 3.1所示。

为了回答前一节提出的问题，我们从数值上研究方程 (3.28) ­ (3.29b)。我们在

空间上使用的是 6阶有限差分法，时间上是通常的 4阶龙格库塔法。空间网格尺

寸是 10−3，时间步长是 10−3（某些算例中小于该值）。方程 (3.27)中的一个控制参

数是 𝑙𝑟，即模式的相关长度。在方程 (3.28)到 (3.29b)中的另一个参数是香蕉轨道

宽度 𝛿𝑏∗。正如前文中规定的，𝑙𝑟 ∼ 𝜌𝑖，同时有

𝜌∗ ≡ 𝜌𝑖
𝐿𝑇

∼ 10−3 to 10−2 (3.35)

其中，

𝛿𝑏∗ ≡ 𝛿𝑏
𝐿𝑇

∼ √
𝑅
𝑟 𝑞𝜌∗ ∼ 10 to 20𝜌∗ (3.36)

这里的 𝑞是安全因子[2]。

为了实现纽曼边界条件，我们在边界外引入了虚网格点 𝑢−4, ⋯ , 𝑢−1 和

𝑢𝑁+1, ⋯ , 𝑢𝑁+4，令

𝑢−4 = 𝑢4, ⋯ , 𝑢−1 = 𝑢1

𝑢𝑁+1 = 𝑢𝑁 , ⋯ , 𝑢𝑁+4 = 𝑢𝑁−3
(3.37)

这样的边界条件在应用时效果较好。但是对方程 (3.28)和 (3.29b)来说，由于涉及

到非局域增长等卷积项，这样的边界条件的会带来一定的副作用。不过只要我们

将边界设置的离演化中的强度锋面足够远，这些副作用就不影响我们的研究结论。

因为这里使用的有限差分法是 6阶的，所以在边界外至少需要三个虚网格点。在

实际测试之后，我们发现为了使得边界稳定，我们需要至少 4个虚网格点。于是

事实上的边界处在 𝑢−1和 𝑢1之间，以及 𝑢𝑁 和 𝑢𝑁+1之间。
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图 3.2 (a)设定的线性不稳定区间。(b)方程 (3.27)在 𝑙𝑟 = 10−2 下的演化，每个剖面的时
间间隔是 10
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图 3.3 不同方程的演化过程：(a)方程 (3.29a)，无非局域扩散；(b)方程 (3.29b)，有非局
域增长。𝑙𝑟 = 𝜌∗ = 10−2, 𝛿𝑏∗ = 10−1。每个剖面的时间间隔是 3。红色竖线代表线性增长率
的分界线。边界条件 (3.37)在 (a)中成功地实现了 Neumann边界条件。在 (b)中，非局域
增长项和我们的边界设定并不兼容，不过只要边界离演化中的锋面足够远就不会对锋面

的传播和穿透产生影响

为了能对方程 (3.27)和 (3.28)之间的差别有一个直观的印象，我们设定一个如

图 3.2(a)所示的不稳定区域。在该区域分为两部分，湍流在左侧区域增长起来，然后

穿透浸润到稳定区域，甚至扩散到右侧的另一个的不稳定区域内。令 𝑙𝑟∗ = 𝜌∗ = 0.01
，𝛿𝑏∗ = 0.1。湍流强度的饱和水平为 1，代表着 “回旋玻姆”水平。对方程 (3.27)来

说，强度剖面在不稳定区域的锋面在 “Center”和 “Foot”之间几乎不存在可以分辨

的距离，如图 3.2(b)。锋面的传播速度可以用经典的 Fisher­KPP锋面速度描述[20]，

𝑉𝑓 = √2𝛾𝐷。当取 𝛾 = 1及

𝐷 = 1
4 × 2𝐷̂0 = 1

2𝑙2
𝑟∗ = 1

2 × 10−4

时，我们有 𝑉𝑓 = 10−2。从上述方程，我们也了解到在传统的模型中，𝑉𝑓 ∝ 𝑙𝑟∗。𝑉𝑓

的这个例子，为本章之后的研究给出了一个基准和参考。

在参数 𝛿𝑏∗ = 0.1的情况下，锋面演化结果如图 3.3所示。在图 3.3(a)中，方程

(3.29a)中的卷积核引入了类似于超扩散的效应，使得 ⟨ ̃𝜙2⟩的传播锋面变得平滑。
结果是，在图 3.3(a)中，“Foot”和 “Center”之间的距离相较于图 3.2变得更大。在

图 3.3 (b)中，我们引入了非局域增长项（对应于方程 (3.29b)），结果是湍流的传
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图 3.4 不同模型演化得到的锋面传播速度，固定 𝑙𝑟∗ = 0.01，改变 𝛿𝑏∗。浅色的数据点代表
𝛿𝑏∗ < 𝑙𝑟∗ 的情况，在拟合直线时剔除了（香蕉轨道宽度在物理上不能小于回旋半径）。当
𝛿𝑏∗ → 0时，速度将会回归到√2𝛾𝐷 = 0.01。来自 NG&ND和 NG&LD的数据点基本重合，
说明非局域增长项占主导

播速度变得更快，穿透距离更长，锋面宽度也增大。相较于图 3.3(a)，绝对穿透距

离也更大了。当我们固定 𝑙𝑟∗的大小，改变 𝛿𝑏∗，可以预料到更大的 𝛿𝑏∗对应的是更

宽的锋面和更深的穿透。如果计算区域足够宽的话，也能够保持稳定的传播锋面，

从而可以研究传播速度和 𝛿𝑏∗之间的关系，可以预料到 𝛿𝑏∗越大，传播速度越快。

非局域增长项带来的基本效果并不难理解，因为非局域增长对不稳定区和稳

定区的增长率同时采样了，从而使得稳定区域的等效增长率提高，不稳定区域的

等效增长率减低。当不稳定区域的宽度较小时，如图 3.3(b)中的左侧不稳定区域所

示，其中的饱和水平将会降低，从而影响其中的输运定标率。然而当不稳定区域的

宽度足够大时，从稳定区域的采样效应将会降低，如图 3.3(b)中的右侧区域所示，

饱和水平趋向于 1，并且定标率回到回旋波姆。注意到，当 𝛿𝑏∗ = 0.1时，图 3.3中

两个不稳定区域之间的小间隔可能是不存在的，所以这里的例子只是起到说明作

用。

为了量化地理解非局域修正对模型的影响，我们首先扫描了锋面速度 𝑉𝑓 和锋

面形状在固定 𝑙𝑟∗，变化 𝛿𝑏∗ 下的结果。正如我们在上一节中讨论的，控制参数为

𝑙𝑟∗以及 𝑙𝑟和 𝛿𝑏∗的比值，结果显示在图 3.4和图 3.5中，𝛿𝑏∗的范围从 0到 0.1。我

们保留了 𝛿𝑏∗ < 𝑙𝑟∗ 的极限情况以显示结果回归到通常的湍流自扩散模型（即方程

(3.27)。所有的速度和宽度都是基于在宽的不稳定区域内饱和到 1 的锋面计算的，

所以在图 3.4和图 3.5不包含系统尺寸的影响。本文使用 NG代表非局域增长，ND

代表非局域扩散。于是在图 3.4和图 3.5中，NG&ND代表的是方程 (3.28)，LG&ND

代表方程 (3.29a)，NG&LD则是 (3.29b)。

在图 3.4中我们首先注意到的当 𝛿𝑏∗大于 0.01时，锋面的传播速度将随 𝛿𝑏∗的

增大而近似地线性增大。包含非局域增长项的模型 (3.29b)和 (3.28)给出的拟合直
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图 3.5 不同方程在固定 𝑙𝑟∗ = 10−2，变化 𝛿𝑏∗ 时产生的传播锋面的情况。非局域效应会以
一个正比于 𝛿𝑏∗的比例展宽锋面形状。当 𝛿𝑏∗ 趋于 0时，模型退化到传统模型。(b)和 (c)
中的结果的差异几乎无法分辨，意味着非局域增长项起到了主要作用

线的斜率明显大于仅包含非局域扩散的模型 (3.29a)给出的结果。当 𝛿𝑏∗ < 𝑙𝑟∗ 时，

速度逐渐回归到传统模型给出的结果，所以在拟合时排除了小于 𝛿𝑏∗ < 𝑙𝑟∗的点。注

意到我们固定了 𝑙𝑟的值，所以速度仅仅与 𝛿𝑏∗呈线性关系。另一个特性是，从模型

NG&ND和 NG&LD在扫描过程中给出的数据点几乎没有差异。所以我们可以得

出结论：在模型 (3.28)中锋面速度主要由非局域增长而不是非局域扩散主导。换

句话说，非局域增长的效果要明显强于非局域扩散。

至于锋面的宽度则随着 𝛿𝑏∗而线性增长，如图 3.5所示。注意到模型 (3.28)和

(3.29b)的结果（即图 3.5中的 NG&LD和 NG&ND）几乎有着相同的行为，只在

靠近 𝛿𝑏∗ ∼ 0.01附近有着些许的差异。这一特性，以及在非局域增长存在时，速度
对于非局域扩散的不敏感性，说明我们对各项系数受到非局域性影响而延展增大

的论述有合理性。

更进一步，考虑到模型 (3.28)和 (3.29b)都具有非局域扩散而不同点仅在于是

否有非局域增长，我们可以得到结论，在湍流强度锋面的形成上，非局域增长的效

果要远强于非局域扩散。于是在有非局域增长时，我们可以忽略非局域扩散项。

湍流自扩散的研究中最重要的一个方面就是理解湍流在稳定区域的延展程度。

在本文的数值结果中，浸润（穿透）深度 ∆𝑝被定义为湍流锋面的根部超过饱和水

平 10−2处的位置。在图 3.6中，当锋面穿过分界线，∆𝑝在相对较短的时间内快速

地增长起来，然后缓慢地到达一个较为稳定的穿透深度。对仅包含非局域扩散的

情形来说，穿透后的强度剖面可能有着不同的形状。具体来说，在图 3.6(a)中，随

着 𝛿𝑏∗ 的增长，强度剖面在靠近分界线（𝑟 ≈ 0.5）处降低，但是同时在 𝑟 ≳ 0.6附
近又增长。虽然这样的差异可能是微弱的，我们还是希望引入剖面在稳定区所围

的面积 𝑆𝑝，以表征等效的穿透深度（详见示意图 3.1）。在图 3.7中，我们扫描了不
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图 3.6 锋面穿透进入稳定区。(a)和 (b)对应于方程 (3.29a)，其中没有非局域扩散项。(c)
和 (d)对应于方程 (3.29b)，其中包含非局域增长项。𝛿𝑏∗在 (0, 0.01, 0.1, 0.15, 0.2)范围内变
化。(a)和 (c)为 𝑡𝛾𝐿 = 300时的锋面

同模型的 ∆𝑝 和 𝑆𝑝 在不同 𝛿𝑏∗ 下的结果。当 𝛿𝑏∗ > 𝑙𝑟∗ 时，∆𝑝 和 𝑆𝑝 都可以很好地

用一条直线 𝐶𝛿𝑏∗去拟合，其中 𝐶 是一个待定常数。所以我们的结论是：

∆𝑝, 𝑆𝑝 ∝ 𝛿𝑏∗ (3.38)

上述结论给出的信息十分简单明了：非局域效应增强了湍流到稳定区的自扩散。非

局域核的宽度越大，扩散的深度越大。注意到来自模型 NG&ND的点同来自模型

NG&LD的点几乎重合。这也说明，非局域增长效应又一次占据主导地位。当我们

比较图 3.7(a)和 (b)时，注意到虽然来自仅包含非局域扩散的模型的数据有着同非

局域增长模型接近的 ∆𝑝 值，但是在等效穿透深度 𝑆𝑝 上，还是非局域增长模型的

效果更强。回到不稳定区域剩余的湍流份额这个问题上，当我们把区域内的湍流

加起来 ̄̂𝐼 ≡ ∫ ̂𝐼d𝑟/𝐿𝑇，可以发现它遵循一个简单的线性关系：

̄̂𝐼 = ̄𝐼/𝑙2
𝑟∗ = 1 − 𝛿𝑏∗ (3.39)

因为我们规定了 𝐷(𝐼) = 𝐷0𝐼，所以输运系数也将遵循相同的规律，如图 3.8。将

图 3.8与前人的结果图 1.3比较，可以看到一个中等水平的非局域性便可解释 [4,

16, 31]的模拟中观察到的所谓从 “Bohm”到 “gyro­Bohm”这一现象。特别是本章从

理论上给出的非局域性的形式和 [33]中猜测的结果具有相同的形式。说明这一结
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图 3.7 不同方程的 (a)锋面穿透深度 ∆𝑝 和 (b)有效穿透深度 𝑆𝑝 随 𝛿𝑏∗ 的变化。所有的曲
线对应的时间为 𝑡𝛾𝐿 = 300。在 𝛿𝑏∗ > 𝑙𝑟∗ 时，从图中可以得到一个对 ∆𝑝 和 𝑆𝑝 的简单的线
性拟合关系，浅色点被排除在拟合数据点之外
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图 3.8 不稳定区内平均湍流强度（输运系数）随 𝑙−1
𝑟∗ 的变化

果在大型回旋动理学模拟的简化等工作上有潜在的应用。

3.3 小结

在本章，我们针对捕获离子漂移波湍流的Darmet模型[66­68]发展了一套湍流自

扩散的理论。理论证明了电势扰动强度的演化是显式非局域的。具体来说，包含

以下结果：

1. 推导了势涡 𝑈̃ 的两点关联函数的演化方程；
2. 使用两点准线性法闭合了该方程。并把结果应用到了我们关心的一个问题

——湍流自扩散上。这里，我们研究的是两个粒子在中心 𝑟和相对坐标 𝜃 → 0
（即 𝑦−）上的演化。而推导出的方程具备通常的 𝐾 − 𝜀模型所需的全部效应；

3. 推导了一个强度演化方程，方法是将势涡 𝑈̃ 转化为电势 ̃𝜙。强度方程(3.26)具
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有非局域 Fisher方程的结构[76, 77]，形式上为：

∂𝑡 ⟨ ̃𝜙2⟩ = 𝒢 ⊗ [Nonlinear Diffusion] + 𝒢 ⊗ (𝛾𝐿(𝑟) ⟨ ̃𝜙2⟩) − 𝐷0
𝑙2
𝑟

⟨ ̃𝜙2⟩
2

这里的 𝒢是一个格林函数，而⊗代表空间上的卷积；
4. 观察到的一个重要现象是强度方程是显式非局域的，非局域性的强度由 𝒢给
出。注意到，一般而言，势涡 𝑈̃ 逆转后的尺度决定了非局域性的范围尺度。
在这里，这个尺度较为中等，即 𝛿𝑏；

5. 显式非局域增长是新模型中的主要新现象；

6. 观察到非局域增长效应增强了强度锋面的传播速度（𝑉 ≃ (𝛾𝐷)1/2(1 + 𝛿𝑏)，同
时加深了发源于不稳定区域的锋面穿透到稳定区域的深度。该穿透深度遵循

简单的规律 ∆𝑝 ∼ 𝛿𝑏∗；

7. 而增强后的湍流自扩散趋向于降低不稳定区域的饱和水平。在一个空间上对

称的不稳定区域中，饱和水平遵循定标率 ̄̂𝐼 = 1 − 𝛿𝑏∗。

从更一般的角度来说，本章的结果又一次证明了势涡（potential vorticity）的应用

性，这一物理量的守恒适用于描述湍流自扩散。同时涡量拟能的引入也得以计算

湍流强度的扩散。本章的工作也指出了由于势涡 𝑈̃ 逆转而导致的确实存在的非局
域性。这一非局域性的范围由势涡 𝑈̃ 逆转后的卷积核宽度决定。一个有意义的问
题是，相较于原始方程 (3.10)，在我们转化后的方程 (3.22)中，是否可能丢失了其

他非局域性。事实上，在方程 (3.10)中，确实存在着隐式的非局域性，如 ⟨ ̃𝑣𝑟1𝑈1𝑈2⟩
项，因为 ̃𝜙和该方程描述的物理量 𝑈̃ 之间存在着非局域的关系。而我们在将 𝑈̃ 逆
转为 ̃𝜙后，将非局域性显式化了。所以在逆转过程中，可能由于使用了两点准线
性近似使得一部分非局域散射效应被截断了。

在本章相关的捕获离子模式扰动情况中，我们注意到径向非局域性的尺度是

由 𝛿𝑏 决定的，所以这项效应是中等的。这一点和通常的认识——湍流输运是弱非

局域性的——相吻合。这一非局域性对托卡马克等离子体来说是内秉的：理论上

来说只要处在碰撞率处在香蕉区，这样的非局域性都应当发挥作用。不过在我们

的这一理论中，从基本物理出发，确定性地给出了该非局域性的尺度。同时我们

注意到，在系统接近宏观临界时，势涡 𝑈̃ 逆转的范围有可能增大，以至于增强非
局域性。又或者其他任何可以使得屏蔽效应尺度增强的机制都有可能最终导致这

里的非局域输运超出中等水平。最后，本章关于湍流局域非线形耗散以及格林函

数等的主要结论将被应用在下一章中的湍流–剖面演化模型中。
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第 4章 势涡守恒系统应用 2：剖面台阶

在引言中，我们介绍了托卡马克中 𝐸 × 𝐵 台阶现象的研究现状，总结出现有
理论具有唯象、缺乏微观效应、尚待验证等问题。本章将从理论角度研究 𝐸 × 𝐵台
阶，即 ⟨𝑇 ⟩和 𝜙𝑍 剖面中出现的准周期模式。从第 2章中的势涡守恒系统可知，剖

面演化由通量决定。我们将从扰动量演化给出准线性通量的表达式，通量中的输

运系数将通过色散模型和谱函数模型进行简化；所得通量将用于闭合剖面演化方

程和拓展的湍流强度演化方程，从而形成一个湍流–剖面演化系统。在设定边界条

件后，我们研究该湍流–剖面演化系统，分析其中出现的台阶状模式。

4.1 准线性通量

在第 2章得出的势涡守恒系统中，平均剖面随时间的演化遵循下面的方程：
∂
∂𝑡 ln⟨𝑇 ⟩ = −√2𝜀0∂𝑥⟨𝑉𝑥𝑇 ⟩𝑦 (4.1)

∂
∂𝑡 [∆𝜙𝑍] = −∂𝑥 ⟨ ̃𝑉𝑥∆ ̃𝜙⟩𝑦

(4.2)

为了简化记号，在这里做了改写 (𝜓, 𝛼) → (𝑥, 𝑦)。平均剖面的演化由右侧的通量决
定，可用准线性方法处理这些通量[74]。因为在势涡守恒系统 (2.9) ­ (2.12)中已经

包含了所有的扰动量演化方程，所以我们可以较为容易地得到准线性通量。在具

体的推导之前，我们沿用第 2.4节的归一化结果，定义了如下的一些量：

𝛺̄𝐷 = 3
2

𝛺𝐷
𝐶𝑖

, 𝜔∗𝑛 = 0, 𝜏 = 𝑇𝑖
𝑇𝑒

= 1, ̃𝑇 =
̃𝑇𝑖

⟨𝑇𝑖⟩
, 𝐶𝑒 = 𝐶𝑖𝜏

√2𝜀0
, 𝐴 = 𝐶𝑒/𝐶𝑖 = 𝜏

√2𝜀0
(4.3)

这里的 𝐶𝑖 = 𝜔0𝐿𝜓𝑞/𝑇eq ≪ 1。为了得到准线性通量，我们需要做的第一步是将扰
动量的演化方程 (2.9)和 (2.11)进行傅里叶变换。

对与 ̃𝜙相关的扰动量演化方程 (2.9)来说，可以将其转化为一个关于部分势涡

𝑈̃ ≡ 𝐴 ̃𝜙 − ∆ ̃𝜙的演化方程。其演化受扰动温度、曲率漂移和带状电势的影响。采
用上面定义的量改写方程 (2.9)后，得到如下方程：

(
∂
∂𝑡 + Ṽ ⋅ ∇ + 𝛺𝑍 ⋅ ∇) ∆𝜙 = 𝛺̄𝐷∂𝑦𝑇 − 𝑖𝐴(𝜔 − 𝜔𝐸)𝜙 − 𝑉𝑥∂𝑥∆𝜙𝑍 (4.4)

写为势涡 𝑈̃ 的形式：

(
∂
∂𝑡 + 𝛺𝑍 ⋅ ∇) (𝐴𝜙 − ∆𝜙) − Ṽ ⋅ ∇ (∆𝜙) = −𝛺̄𝐷∂𝑦𝑇 + 𝑉𝑥∂𝑥∆𝜙𝑍 (4.5)
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对方程 (4.5)直接进行傅里叶变换：

(−𝑖𝜔 + 𝑖𝑘𝑦𝛺𝑍) 𝜙𝑘 = − 𝛺̄𝐷

𝐴 + 𝑘2
⟂

𝑖𝑘𝑦𝑇k − ∂𝑥∆𝜙𝑍

𝐴 + 𝑘2
⟂

𝑖𝑘𝑦𝜙k (4.6)

这里我们省略了对流非线性项，其中 𝑘̄2
⟂ = 𝛿2

𝑏𝑘2
𝑥 + 𝜌2

𝑖 𝑘2
𝑦。

对 𝑇 来说，也类似地有：

√2𝜀0(∂𝑡 + Ṽ ⋅ ∇ + 𝛺𝑍 ⋅ ∇)𝑇 = −𝑖(𝜔 − 𝜔𝑍 − 𝜔𝑖
∗𝑛 − 𝜔𝑖

∗𝑇 )𝑞𝜙
𝑇𝑖

(4.7)

然后将上面方程右侧的 −𝑖(𝜔 − 𝜔𝑍) ̃𝜙 用 (4.6)替换，而其中的 𝛺𝑍 = ∂𝑥𝜙𝑍 , 𝜔𝑍 =
𝑘𝑦𝛺𝑍。于是得到 ̃𝑇k的准线性形式如下：

[
−𝑖𝜔 + 𝑖𝑘𝑦 (

𝛺𝑍 + 𝐶𝑖

√2𝜀0

𝛺̄𝐷
𝐴 + 𝑘̄2

⟂ )]
𝑇k = −

𝑖𝑘𝑦𝜙k

√2𝜀0 (
𝐶𝑖

𝛿2
𝑏∂3

𝑥𝜙𝑍

𝐴 + 𝑘̄2
⟂

− ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩
)

(4.8)

在这里我们同样忽略了对流非线性项。至此 ̃𝜙k和 ̃𝑇k的准线性表达式都已得到。
热通量可以简单地从这些准线性表达式得到，但是直接使用 ̃𝜙k计算类似 ⟨ ̃𝜙2⟩

的量可能存在风险。因为涡量通量、涡量以及速度都几乎由同一个量 ̃𝜙决定。所
以在后面的计算中，我们将使用势涡通量作为辅助，以确保结果可靠。下面分别

给出热通量和涡量通量的表达式。

4.1.1 热通量

热通量较为容易得到，首先，我们从(4.8)可以得到如下表达式：

𝑇k = 𝑖 ̃𝑉𝑥(𝑘)

𝜔 − 𝑘𝑦 (
𝛺𝑍 + 𝐶𝑖

√2𝜀0

𝛺̄𝐷
𝐴 + 𝑘̄2

⟂ )

1
√2𝜀0 (

𝐶𝑖
𝛿2

𝑏∂3
𝑥𝜙𝑍

𝐴 + 𝑘̄2
⟂

− ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩
)

然后两侧同时乘以 ̃𝑉𝑥(−𝑘)，

⟨ ̃𝑉𝑥 ̃𝑇 ⟩𝑘 ≃ 𝑖

𝜔 − 𝑘𝑦 (
𝛺𝑍 + 𝐶𝑖

√2𝜀0

𝛺̄𝐷
𝐴 + 𝑘̄2

⟂ )

⟨ ̃𝑉 2
𝑥 ⟩𝑘

1
√2𝜀0 (

𝐶𝑖
𝛿2

𝑏∂3
𝑥𝜙𝑍

𝐴 + 𝑘̄2
⟂

− ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩
)

(4.9)

该结果可以分为三个部分：响应函数𝑅 = 𝑖/(𝜔−𝑘𝑦𝛺𝑍 −𝑘𝑦𝛺̄𝐷𝑏𝑘)、湍流强度量 ⟨ ̃𝑉 2
𝑥 ⟩，

还有来自温度梯度和平均涡度梯度的驱动。响应函数的形式表明其可能出现共振

响应，即分母为 0的情况，这会导致后面提到的共振输运。湍流强度量大小的确定

则需要额外的条件，后面将会引入湍流谱假设和强度演化方程解决这个问题。因

为上式中的参数 𝐶𝑖 ≪ 0.1，所以来自涡度梯度的贡献通常较小，一般也将其忽略，
但是我们在这里仍然保留这一项。在本章后面的内容中，涡度梯度在 𝐸 × 𝐵 台阶
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形成过程中的重要作用将会体现出来。

4.1.2 涡量通量

下一个需要得到的是涡量通量，虽然我们已经得到了 ̃𝜙的演化方程，但是直
接使用该方程或 𝐴 ̃𝜙 − ∆ ̃𝜙 的方程去求解 ̃𝑉𝑥∆ ̃𝜙 可能会丢失某些重要的物理过程。
而总势涡 ⟨𝑞⟩ + 𝛿𝑞仍然是守恒量，所以这里我们使用势涡通量辅助推导，从而保留
尽可能多的物理过程。我们有 ⟨ ̃𝑉𝑥𝛿𝑞⟩ = ⟨ ̃𝑉𝑥( ̃𝑇 − 𝐶𝑖∆ ̃𝜙)⟩ = ⟨ ̃𝑉𝑥 ̃𝑇 ⟩ − 𝐶𝑖⟨ ̃𝑉𝑥∆ ̃𝜙⟩，这
里设 𝜏 = 1，所以自然地可以从 ⟨ ̃𝑉𝑥 ̃𝑇 ⟩ − ⟨ ̃𝑉𝑥𝛿𝑞⟩得到 𝐶𝑖⟨ ̃𝑉𝑥∆ ̃𝜙⟩。
扰动势涡 𝛿𝑞的表达式可以简单地从 (2.16)得到，注意到我们这里把前面的系

数吸收到了 𝛺̄𝐷 中：

𝛿𝑞𝑘 =
𝐶𝑖𝛺̄𝐷𝑘𝑦

𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍
𝑇𝑘 − 𝑖∂𝑥⟨𝑞⟩

𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍
𝑉𝑥(𝑘)

两侧同时乘以 ̃𝑉𝑥(−𝑘)之后，

⟨ ̃𝑉𝑥𝛿𝑞⟩𝑘 ≃
𝑘𝑦

𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍
𝐶𝑖𝛺̄𝐷⟨ ̃𝑉𝑥𝑇 ⟩𝑘 − 𝑖

𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍
⟨ ̃𝑉 2

𝑥 ⟩𝑘 (
1

√2𝜀0
∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩ − 𝐶𝑖∂𝑥∆𝜙𝑍)

其中利用到了平均势涡的定义 (2.17)。根据前面的讨论，涡量通量可以通过下面的

方法给出：

𝐶𝑖⟨ ̃𝑉𝑥∆ ̃𝜙⟩

= ⟨ ̃𝑉𝑥 ̃𝑇 ⟩𝑘 − ⟨ ̃𝑉𝑥𝛿𝑞⟩𝑘

= ⟨ ̃𝑉 2
𝑥 ⟩𝑘

∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩
√2𝜀0 (

1 − 1
√2𝜀0

1
𝐴 + 𝑘̄2

⟂ )
𝑖𝑘𝑦𝐶𝑖𝛺̄𝐷

(𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍)
[

𝜔 − 𝑘𝑦 (
𝛺𝑍 + 𝐶𝑖

√2𝜀0

𝛺̄𝐷
𝐴 + 𝑘̄2

⟂ )]

− 𝐶𝑖⟨ ̃𝑉 2
𝑥 ⟩𝑘∂𝑥∆𝜙𝑍 (

1 − 1
√2𝜀0

1
𝐴 + 𝑘̄2

⟂ )
𝑖

𝜔 − 𝑘𝑦 (
𝛺𝑍 + 𝐶𝑖

√2𝜀0

𝛺̄𝐷
𝐴 + 𝑘̄2

⟂ )

为了化简结果，令，

𝑎𝑘 ≡ 1 − 1
√2𝜀0

1
𝐴 + 𝑘̄2

⟂
= 1 − 1

√2𝜀0

1
𝜏

√2𝜀0
+ 𝑘̄2

⟂
> 0, 𝑏𝑘 ≡ 𝐶𝑖

√2𝜀0

1
𝐴 + 𝑘̄2

⟂

然后有

⟨ ̃𝑉𝑥∆ ̃𝜙⟩𝑘 = ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩
√2𝜀0

𝑖𝑘𝑦𝐶𝑖𝛺̄𝐷𝑎𝑘⟨ ̃𝑉 2
𝑥 ⟩𝑘

(𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍)(𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷)
−𝐶𝑖∂𝑥∆𝜙𝑍

𝑖𝑎𝑘⟨ ̃𝑉 2
𝑥 ⟩𝑘

𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷
(4.10)
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这样便得到了本章所需的涡量通量的表达式，其中同样包含响应函数、湍流强度

谱、平均温度、平均涡度这几部分。特别值得注意的是，在温度梯度项前面的响

应函数明显不同于出现的其他响应函数，它包含了两部分的贡献 (𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍) 和
(𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷)。

准线性表达式 (4.9)和 (4.10)是 𝑘空间中的，我们可以将其在 𝑘空间中求和从
而给出实空间的通量。在进行求和之前，注意到上述通量中的响应函数，如 𝑅 =
𝑖/(𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝜔̄𝐷𝑏𝑘)，只要在共振条件满足时，就可以造成共振输运，并带来一
些有趣的现象。我们以涡量通量 (4.10)为例，给出这些通量在实空间中的形式。

4.1.3 共振和非共振输运

对表达式 (4.10)在 𝑘空间求和后，可以定义两个如下的输运系数：

𝜒1 = Re∑
𝑘

[ ̃𝑉𝑥(𝑘)]
2 𝑖𝑘𝑦𝐶𝑖𝛺̄𝐷𝑎𝑘

(𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍)(𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷)

𝜒2 = Re∑
𝑘

[ ̃𝑉𝑥(𝑘)]
2 𝑖𝑎𝑘

𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷

其中 Re代表实部。类似于 Landau阻尼计算中所用的方法[72]，将上式中的频率分

解为 𝜔 = 𝜔𝑅 + 𝑖𝛾，便可以将共振和非共振系数分离出来：

𝜒non−res
1 = ∑

𝑘
[ ̃𝑉𝑥(𝑘)]

2 𝑎𝑘
|𝛾|𝑘𝑦𝐶𝑖𝛺̄𝐷(2𝜔𝑅 − 2𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷)
|𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍|2|𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷|2

𝜒 res
1 = ∑

𝑘
[ ̃𝑉𝑥(𝑘)]

2 𝑎𝑘
𝑘𝑦𝐶𝑖𝛺̄𝐷π𝛿(𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷)

𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍

+ ∑
𝑘

[ ̃𝑉𝑥(𝑘)]
2 𝑎𝑘

𝑘𝑦𝐶𝑖𝛺̄𝐷π𝛿(𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍)
𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷

∼ 0

𝜒non−res
2 = ∑

𝑘
[ ̃𝑉𝑥(𝑘)]

2 𝑎𝑘
|𝛾|

|𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷|2

𝜒 res
2 = ∑

𝑘
[ ̃𝑉𝑥(𝑘)]

2 𝑎𝑘π𝛿(𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷)

上述的 𝜒1对应的是涡量通量中来自温度剖面梯度的贡献，𝜒2对应的是来自涡度剖

面梯度的贡献。有趣的是 𝜒1的共振成分在分解后包含两个相反的部分，并且大小

上几乎抵消。也就是说：在涡量通量中，没有来自温度梯度的共振贡献！于是，我

们最终得到了涡量通量的准线性形式：

⟨ ̃𝑉𝑥∆ ̃𝜙⟩𝑦 = 𝜒non−res
1

∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩
√2𝜀0

− (𝜒non−res
2 + 𝜒 res

2 ) 𝐶𝑖𝛿2
𝑏∂3

𝑥𝜙𝑍 (4.11)
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热通量也可以用相同的方法得到，不过最终的结果会更平凡，其中同时包含

来自温度梯度和平均涡度梯度的共振和非共振贡献：

⟨𝑉𝑥𝑇 ⟩𝑦 = (𝜒non­res
4 + 𝜒 res

4 ) 𝐶𝑖

√2𝜀0
∂𝑥∆𝜙𝑍 − (𝜒non­res

3 + 𝜒 res
3 ) 1

√2𝜀0
∂𝑥 ln ⟨𝑇 ⟩ (4.12)

4.1.4 拓展的湍流强度演化方程

在通量表达式 (4.9) 和 (4.10) 中，除了有剖面梯度的作用外，还有湍流强度

[ ̃𝑉𝑥(𝑘)]
2
或 ⟨ ̃𝜙2⟩𝑘 的影响。在第 3章中，我们已经对 ⟨ ̃𝜙2⟩的演化方程进行过研究，

其演化可以用 (3.26)描述。不过在第 3章中，我们忽略了 ∆𝜙𝑍 的影响，并且用一

个线性增长项近似了热通量的影响。现在借助准线性通量，我们可以将第 3章中

的结果进一步拓展。现在把完整的湍流强度演化方程写出：

1
2 ⟨(

∂
∂𝑡 + 𝑉𝑍 ⋅ ∇) (𝐴𝜙 − ∆𝜙)

2

⟩ = −𝛺̄𝐷 ⟨𝑇 (𝐴 ̃𝑉𝑟 − 𝛿2
𝑏∂2

𝑟 ̃𝑉𝑟)⟩ − 𝛿4
𝑏∂𝑟⟨𝑉𝑟 ̃𝑉𝑦⟩∂3

𝑟 𝜙𝑍

+1
2 [𝐴 ⟨∇ ̃𝜙2 × (∇∆ ̃𝜙) ⋅ ̂𝑧⟩ + ⟨∇ (∆ ̃𝜙)

2
× ∇ ̃𝜙 ⋅ ̂𝑧⟩] (4.13)

上式同样来自于 (4.5)，本质上还是关于势涡 𝑈̃ ≡ 𝐴 ̃𝜙 − ∆ ̃𝜙的涡量拟能 ⟨𝑈̃ 2⟩的演
化方程。其中等号右侧第一项形式上和热通量很类似，右侧第二项和雷诺应力（或

涡量通量）以及平均涡度剖面有关，第三项则是较为复杂的非线性项。我们在本章

的前面几节中已经通过准线性近似得到了热通量和涡量通量，所以 (4.13)等号右

侧前两项中的通量可以用相同的方法处理，具体可见附录A.1。至于第三项，我们

在第 3章中，得出的结论是三乘积的非线性项中存在非线性扩散和非线性阻尼效

应，如式 (3.25)所示，所以在这里可以对 (4.13)等号右侧的第三项应用这一结论，

将其简化为非线性扩散 ∂𝑥𝐷𝑈 ∂𝑥⟨𝑈̃ 2⟩和非线性阻尼 ⟨𝑈̃ 2⟩𝐷𝑈 /𝑙2
𝑥。其中𝐷𝑈 ∝ ⟨ ̃𝜙2⟩，𝑙𝑥

大概在数个回环半径或香蕉轨道半径之间。对方程 (4.13)应用这些化简和近似得

到方程 (4.14)如下：
1
2

∂
∂𝑡⟨𝑈 2⟩ = ∂

∂𝑥𝐷𝑈
∂

∂𝑥⟨𝑈 2⟩ − 𝐷𝑈
𝑙2
𝑥

⟨𝑈 2⟩

− 𝛺̄𝐷

√2𝜀0
𝐶𝑖(𝜒non­res

6 + 𝜒 res
6 ) ∂

∂𝑥 (∆𝜙𝑍) + 𝛺̄𝐷

√2𝜀0
(𝜒non­res

5 + 𝜒 res
5 ) ∂

∂𝑥 ⟨𝑇 ⟩

− 1
𝐶𝑖

𝜒non­res
1 (

∂
∂𝑥

ln ⟨𝑇 ⟩
√2𝜀0 ) [

∂
∂𝑥 (∆𝜙𝑍)] + (𝜒non­res

2 + 𝜒 res
2 ) [

∂
∂𝑥 (∆𝜙𝑍)]

2

(4.14)

其中的 𝜒5和 𝜒6表达式见附录。利用 (4.14)得到湍流强度 ⟨𝑈̃ 2⟩之后，再通过Green

函数转化 ⟨ ̃𝜙2⟩ = 𝒢2 ⊗ ⟨𝑈̃ 2⟩，便得到了我们在输运系数中需要的湍流强度。
回忆在本章开头提到的平均剖面演化方程 (4.1) ­ (4.2)，现在把得到的涡量通
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量和热通量代入得到：

∂
∂𝑡 (∆𝜙𝑍) = − ∂

∂𝑥 (
1
𝐶𝑖

𝜒non−res
1

∂
∂𝑥

ln⟨𝑇 ⟩
√2𝜀0 )

+ ∂
∂𝑥 [(𝜒non−res

2 + 𝜒 res
2 + 𝜈𝑐)

∂
∂𝑥∆𝜙𝑍]

(4.15)

∂
∂𝑡 ln ⟨𝑇 ⟩ = − ∂

∂𝑥 [𝐶𝑖 (𝜒non­res
4 + 𝜒 res

4 )
∂

∂𝑥 (∆𝜙𝑍)]

+ ∂
∂𝑥 [(𝜒non­res

3 + 𝜒 res
3 + 𝜒neo)

∂
∂𝑥 ln ⟨𝑇 ⟩]

(4.16)

其中人工添加的两项，𝜈𝑐 是平均流的碰撞耗散，𝜒neo 是新经典输运。相比湍流输

运这两项在模型中的作用较弱。由于模型假设了 𝐶𝑖 ≪ 1, 所以方程 (4.14) ­ (4.16)

中平均涡度梯度的贡献通常比温度梯度的贡献小。但是在下一节中可以看到，共

振和非共振输运系数在量级上的分离，所以有可能使得平均涡度梯度的贡献更大。

至此，我们研究剖面台阶所需的湍流–剖面演化系统 (4.14) ­ (4.16)已具备雏形。不

过很明显，上面的模型中包含多个待定的输运系数，还无法用于计算。下一步是

对输运系数作进一步的简化。

4.2 输运系数模型

我们在上一节得到了平均剖面演化和湍流强度演化所需的通量，不过其中包

含的众多输运系数仍然需要化简，所以本节的目标是构建一个合适的输运系数模

型。我们以 𝜒3为例，解释采用的化简方法，至于其他的输运系数则可以在附录A.2中

找到。

𝜒non−res
3 = ∑

𝑘
[ ̃𝑉𝑥(𝑘)]

2 |𝛾|
|𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷|2 (4.17)

𝜒 res
3 = ∑

𝑘
[ ̃𝑉𝑥(𝑘)]

2 π𝛿(𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷) (4.18)

对上面的表达式来说，最直接的简化方法是求出其中关于 𝑘的求和或积分的解析
表达式。但是要做到这一点，我们还缺少两个重要的条件：色散关系 𝜔(𝑘)和谱分
布函数 ⟨ ̃𝜙2⟩。幸好两个条件都可以通过适当的近似模型给出。
一方面，这个系统的色散函数可以从 Darmet模型 (2.6) ­ (2.7)得到。如本论文

第 2.4节中所示，通过数值的方法解色散函数得到色散关系，又进一步可以对色散

关系作如下拟合（更多细节，见 (2.40)，(2.41)）：

𝜔𝑅 = 𝑅𝛺𝐷𝑘𝑦, 𝛾 = Λ𝑅𝛺𝐷𝑘𝑦(𝑘𝑦,max − 𝑘𝑦) (4.19)

在这个模型中，实频率简单地正比于 𝑘𝑦，而增长率则近似为二次函数的形式。这
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里的 𝑅是一个在 2.3左右的常数，Λ和 𝑘𝑦,max是拟合数值结果的参数。为了方便处

理，我们设 Λ = 𝜌/𝜎，𝑘𝑦,max = 1/(𝜇𝜌)。同时，这里也省略了参数对 𝑘𝑥和 𝜅𝑇 的依赖。

另一方面，对积分中的湍流强度谱，一般来说需要遵循一定的幂率关系[78]。在

截断高波数后，可以应用双­洛伦茨谱近似[74]：

| ̃𝜙|2
𝑘𝑥,𝑘𝑦

= | ̃𝜙0|2

π2∆𝑘𝑥∆𝑘𝑦

1

[
1 + (

𝑘𝑥 − 𝑘𝑟0
∆𝑘𝑥 )

2

] [
1 + (

𝑘𝑦 − 𝑘𝑦0
∆𝑘𝑦 )

2

]

(4.20)

不过上面两个模型是相互独立的，为了最终完成积分，还需要设定合理的参

数将两个模型联系起来。也就是说，有两组来自上面模型的参数：

1. (𝑘𝑥,max, 𝑘𝑦,max,Λ)来自色散关系
2. (𝑘𝑥0, 𝑘𝑦0, ∆𝑘𝑥, ∆𝑘𝑦)来自谱函数

我们可以将两组参数用下面的形式联系起来：

𝑘𝑥0 = 𝛼𝑥𝑘𝑥,max, ∆𝑘𝑥 = 𝛽𝑥𝑘𝑥,max (4.21)

𝑘𝑦0 = 𝛼𝑦𝑘𝑦,max, ∆𝑘𝑦 = 𝛽𝑦𝑘𝑦,max (4.22)

这里应当有 𝛼𝑥,𝑦 ≪ 1和 𝛽𝑥,𝑦 < 1，我们可以简单地假设 𝛼 = 0。这些联系参数不会
影响本文最终的结论。并且再次强调，我们为了表述方便定义了 Λ ∼ 𝜌/𝜎, 𝑘𝑦,max =
1/(𝜇𝑦𝜌)。最终，上面所有这些模型 (4.19)、(4.20)和参数现在可以用来计算如 (4.17)

­ (4.18)的输运系数。让我们继续以 𝜒3为例化简输运系数。

4.2.1 非共振输运系数的简化

对非共振输运系数 𝜒non­res
3 ，其表达式 (4.17)中关于 𝑘的求和可以转换为积分。

于是将模型 (4.19)代入其中，而 | ̃𝜙|2
𝑘𝑥,𝑘𝑦
用一个双­洛伦茨谱 (4.20)代入。得到结果

如下：

𝜒non­res
3 = 2

𝑘𝑦,max

∫
0

𝑘𝑥,max

∫
0

| ̃𝜙|2
𝑘𝑥,𝑘𝑦

Λ𝑘𝑦(𝑘𝑦,max − 𝑘𝑦)

𝑅𝛺𝐷 [1 + Λ2 (𝑘𝑦,max − 𝑘𝑦)
2
]
d𝑘𝑥d𝑘𝑦 (4.23)

这里的积分上界取了色散关系中的 𝑘𝑥,max和 𝑘𝑦,max。然后利用我们定义的连接参数

(4.21)和 (4.22)，便可以解析地给出积分结果。具体的结果非常复杂和冗长，参见

附录A.2。不过幸运的是，我们发现结果中最主要的部分由 𝜇2𝜎2相关的项决定。具

体来说，从色散关系我们知道 𝜇2𝜎2是一个大于 1接近 10的数。所以只需要保留积

分结果中涉及 𝜇2𝜎2最高次幂的那些项。最终，我们得到 𝜒non­res
3 的近似表达式为：

𝜒non­res
3 ∼ | ̃𝜙0|2𝜇2𝜎2

𝛺𝐷𝜌 [(𝜇2𝜎2 + 1 + 𝛽2)
2
]

(4.24)
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至于其他的非共振输运系数，例如 𝜒non­res
1 ，我们有：

𝜒non­res
1 ≃ 2√2𝜀0(𝜌2⟨𝑘2

𝑦⟩ + 𝛿2⟨𝑘2
𝑥⟩)

𝑘𝑦,max

∫
0

𝑘𝑥,max

∫
0

| ̃𝜙|2
𝑘𝑥,𝑘𝑦

2Λ𝑘𝑦(𝑘𝑦,max − 𝑘𝑦)

𝛺𝐷 [1 + Λ2 (𝑘𝑦,max − 𝑘𝑦)
2
]

2d𝑘𝑥d𝑘𝑦

(4.25)

其中 ⟨𝑘2
𝑥⟩和 ⟨𝑘2

𝑦⟩是从积分中提取出来的平均量。为了简化，我们直接设存在常数
满足 ⟨𝑘2

𝑥⟩ = 𝐶𝑘2
𝑥,max以及 ⟨𝑘2

𝑦⟩ = 𝐶𝑘2
𝑦,max。同时从色散关系我们知道：

𝛩max ≡ 𝜌2𝑘2
𝑦,max + 𝛿2𝑘2

𝑥,max ∼ 1 (4.26)

其中 𝛩max是一个常数。那么便可以写出如下 𝜒non­res
1 的近似：

𝜒non­res
1 = √2𝜀0𝐶𝛩max𝜒non­res

3 (4.27)

其他所有的非共振输运系数 𝜒non­res
1 到 𝜒non­res

6 都可以用相同的方法计算出来。对

得到的结果，我们令 𝜗 ≡ √2𝜀0𝛩max𝐶 < 1为一个常数，那么所有的系数便可以对
𝜒non­res

3 做归一化。具体结果如下：

𝜒non­res
1 = 𝜗𝜒non­res

3 (4.28)

𝜒non­res
2 = 𝜗𝜒non­res

3 (4.29)

𝜒non­res
4 = √2𝜀0(𝜏 − 𝜗)𝜒non­res

3 (4.30)

𝜒non­res
5 = 1

√2𝜀0
(𝜏 + 𝜗)𝜒non­res

3 (4.31)

𝜒non­res
6 = 𝜒non­res

3 (4.32)

至此便得到了所需的所有非共振输运系数。

4.2.2 共振输运系数的简化

对共振输运系数 𝜒 res
3 来说，我们只需要找到共振条件，即表达式中 𝛿 函数的

解，然后将满足共振条件的 𝑘res 代入谱函数中即可得到结果。最后和前面的步骤
相同，将其他的共振输运系数都归一化到 𝜒 res

3 上。

4.2.2.1 共振条件

首先，我们讨论 (4.18)中的共振条件：

𝛿
(

𝜔𝑅 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 −
𝐶𝑖𝛺𝐷𝑘𝑦

𝜏 + √2𝜖0 (𝛿2𝑘2
𝑥 + 𝜌2𝑘2

𝑦))
(4.33)
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图 4.1 𝛩res 和 𝛺𝑍 的关系。仅当 𝛺𝑍 处在一定范围内才可能出现共振，共振所需的阈值
大概为 𝛺𝑍 > 𝛺𝐷。当 𝛺𝑍 过大时（∼ 1.5𝛺𝐷），共振条件 𝛩res > 1在物理上不能成立。不
同的线代表公式 (4.19)中拟合参数 𝑅取不同值时的结果

这里的 𝛺𝐷 = 3𝛺𝐷/(2𝐶𝑖)，𝜔𝑅是实频率。由第 2.4节中的色散关系我们知道实频率

可以被近似拟合为：

𝜔𝑅 =
𝑅1𝑘𝑦𝛺𝐷

1 + 𝑅2(𝜌2𝑘2
𝑦 + 𝛿2𝑘2

𝑥)
≃ 𝑅𝑘𝑦𝛺𝐷 (4.34)

其中 𝑅2远小于 1，𝑅 ≈ 2.36，如式 (2.40)所示。把实频率代入到上面的函数 (4.33)，

那么那些使得函数自变量为 0的 𝑘res 便是满足共振条件的波数。注意到共振条件
主要由 𝛿2𝑘2

𝑥 + 𝜌2𝑘2
𝑦决定，所以我们定义如下的量：

𝛩res ≡ 𝛿2𝑘2
𝑥,res + 𝜌2𝑘2

𝑦,res (4.35)

接着，从共振条件 (4.33)我们知道共振波数 (𝑘𝑥, 𝑘𝑦)需要满足如下的条件：

𝛩res = 𝛺𝐷(𝑅𝜏 − 1.5) − 𝜏𝛺𝑍

√2𝜀0 (𝛺𝑍 − 𝑅𝛺𝐷)
(4.36)

仔细观察上面的共振条件，注意到右侧除了𝛺𝑍 ≡ ∂𝑥𝜙𝑍 以外的所有参数都是常数，

而 𝛺𝑍 将共振条件和流的剖面联系了起来！把共振条件 𝛩res 和流 𝛺𝑍 的关系画出

来，如图 4.1所示，其中不同的线条代表拟合参数 𝑅取值不同，用以测试结果对参
数的敏感性。回顾前文中色散关系告诉我们 𝛩有限值条件 (2.39)，近似地有

𝛩max ≡ 𝛿2𝑘2
𝑥,max + 𝜌2𝑘2

𝑦,max = 1
𝜇2

𝑟
+ 1

𝜇2
𝑦

∼ 1 (4.37)

所以，所有的 𝛩都必须满足 𝛩 < 𝛩max ∼ 1，包括 𝛩res。在图 4.1中，为了使得共振

成为可能必须要求 0 < 𝛩res < 1，这对应于 𝛺𝑍 /𝛺𝐷 必须近似地处在 1到 1.5之间。

而只要 1 < 𝛺𝑍 /𝛺𝐷 < 1.5，就必然存在某些 (𝑘𝑥,res, 𝑘𝑦,res)使得前面提到的共振条件
(4.36)得到满足！换句话说：实际的共振条件转化为了 1 < 𝛺𝑍 /𝛺𝐷 < 1.5！
共振条件和 𝐸 × 𝐵环向平均流建立的联系，其背后的物理机制其实不难理解。

在本论文的模型中，捕获离子的进动速度为 𝛺𝐷，设为了一个常数。捕获离子模
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（TIM）的相速度从第 2.4节的色散关系可知近似为 𝑅𝛺𝐷，𝑅大约为 2.36。注意到

这两者之间天然存在一个差值。当 𝐸 × 𝐵环向平均流𝛺𝑍 的值处在大概 1到 1.5倍

𝛺𝐷 时，捕获离子进动速度叠加上平均流的多普勒效应便可以实现和 TIM的共振。

4.2.2.2 简化系数

回到共振输运系数 𝜒 res
3 本身，当条件 1 < 𝛺𝑍 /𝛺𝐷 < 1.5 满足时，必然存在

(𝑘𝑥,res, 𝑘𝑦,res)使得共振条件成立。下面把表达式 (4.18)中的求和写为积分，然后将

这些 (𝑘𝑥,res, 𝑘𝑦,res)代入，得到如下的表达式：

𝜒 res
3 =

𝑘𝑥,max

∫
0

𝑘𝑦,max

∫
0

| ̃𝜙0|2

π2∆𝑘𝑥∆𝑘𝑦

𝑘2
𝑦𝛿(𝜔𝑅 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷)

[
1 + (

𝑘𝑥 − 𝑘𝑟0
∆𝑘𝑥 )

2

] [
1 + (

𝑘𝑦 − 𝑘𝑦0
∆𝑘𝑦 )

2

]

≃
| ̃𝜙0|2𝑘2

𝑦,res

[
1 + (

𝑘𝑥,res
∆𝑘𝑥 )

2

] [
1 + (

𝑘𝑦,res
∆𝑘𝑦 )

2

]

1
|∆𝑘𝑦 (𝛺𝑍 + 𝑏𝑘,res𝛺̄𝐷) |

(4.38)

上面的式子中代入 𝛩res、∆𝑘𝑦 = 𝛽𝑦𝑘𝑦,max = 𝛽𝑦
𝜇𝑦𝜌 和 ∆𝑘𝑥 = 𝛽𝑥𝑘𝑥,max = 𝛽𝑥

𝜇𝑟𝜌。我们令

𝛽𝑥/𝜇𝑥 = 𝛽𝑦/𝜇𝑦 = 𝛽/𝜇，便得到如下的近似结果：

𝜒 res
3 ≃

| ̃𝜙0|2𝑘2
𝑦,res

[
1 + (

𝜇𝑥
𝛽𝑥 )

2
𝛿2𝑘2

𝑥,res + (
𝜇𝑦
𝛽𝑦 )

2
𝜌2𝑘2

𝑦,res]

1

|
𝛽𝑦

𝜇𝑦𝜌 (
𝛺𝑍 + 𝛺𝐷

3/2
𝜏 + √2𝜀0𝛩res)|

(4.39)

因为我们这里需要的只是一个近似的结果，所以可以简单地设 𝜏 + √2𝜀0𝛩res ∼ 3/2，

𝜒 res
3 ∼ | ̃𝜙0|2𝑘2

𝑦,res
𝛽2

𝛽2 + 𝜇2𝛩res

𝜇𝑦𝜌

|𝛽𝑦 (𝛺𝑍 + 𝛺𝐷)|
(4.40)

便得到了 𝜒 res
3 的近似表达式。所有其他的共振输运系数都可以用相同的方法计算。

令 𝜗res ≡ √2𝜀0𝛩res，把其他系数归一化到 𝜒 res
3 ，便得到了如下的共振输运系数：

𝜒 res
2 ∼ 𝜗res𝜒 res

3 (4.41)

𝜒 res
3 = | ̃𝜙0|2𝑘2

𝑦,res
𝛽2

𝛽2 + 𝜇2𝛩res

𝜇𝑦𝜌

|𝛽𝑦 (𝛺𝑍 + 𝛺𝐷)|
(4.42)

𝜒 res
4 ∼ √2𝜀0(1 − 𝜗res)𝜒 res

3 (4.43)

𝜒 res
5 ∼ 1

√2𝜀0
(1 + 𝜗res)𝜒 res

3 (4.44)

需要强调的是，上面所有的共振输运系数仅在 1 < 𝛺𝑍 /𝛺𝐷 < 1.5满足时成立。
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至此，我们已经得到了出现在模型 (4.14) ­ (4.16)中的所有共振和非共振湍流

输运系数。理论上来说，现在已经可以计算剖面的演化过程了，不过为了便于计

算，我们下面还将把所有系数统一为一个输运系数模型。

4.2.3 一个统一的输运系数模型

首先我们从输运系数中提取出湍流强度，仍然以 𝜒3为例，这里定义了系数 𝜒n

和 𝜒 r如下：

𝜒non­res
3 = | ̃𝜙0|2𝜇2𝜎2

𝛺𝐷𝜌 [(𝜇2𝜎2 + 1 + 𝛽2)
2
]

≡ 𝜒n| ̃𝜙0|2 (4.45)

𝜒 res
3 = | ̃𝜙0|2𝑘2

𝑦,res
𝛽2

𝛽2 + 𝜇2𝛩res

𝜇𝑦𝜌

|𝛽𝑦 (𝛺𝑍 + 𝛺𝐷)|
≡ 𝜒 r| ̃𝜙0|2 (4.46)

其中 𝜒 res
3 仅当 𝛺𝐷 < 𝛺𝑍 < 1.5𝛺𝐷 时成立。至于其他的系数，我们简单地认为

𝜗 = 𝜗max = 𝜗res。考虑到 𝜇2𝜎2 ∼ 10，应当有以下关系成立，

𝜒 r/𝜒n ∼ (𝜇2𝜎2 + 1 + 𝛽2)
2

𝜇2𝜎2 ∼ 𝒪(10) − 𝒪(102) (4.47)

也就是说，共振输运系数大约为非共振输运系数的 10到 100倍。另外，根据定义

可知 𝜇𝜎 = (Λ𝑘𝑦,max)−1，所以共振和非共振输运的比值其实约为实频率和增长率比

值的平方：

𝜒 r/𝜒n ∼ 1
Λ2𝑘2

𝑦,max
∼

𝛺2
𝐷

Λ2𝛺2
𝐷𝑘2

𝑦,max
∼

𝜔2
𝑅

𝛾2 (4.48)

利用上面的比值信息，可以定义一个如图 4.2 的分段函数便于计算输运系数 𝜒 ≡
(𝜒n + 𝜒 r)| ̃𝜙0|2，其中 𝜒n = 1，𝜒 r = 100。出于数值计算平滑性上的考虑，在共振触
发阈值附近设置了一定的展宽𝑤𝛺 = 0.2。该输运系数的模型将被用在后续湍流–剖

面演化的计算中。

图 4.2 𝜒 和 𝛺𝑍 的分段函数。当 𝛺𝑍 不在共振条件范围内时，取 𝜒 = 𝜒n| ̃𝜙0|2；当 1 <
𝛺𝑍 /𝛺𝐷 < 1.5时，取 𝜒 = 𝜒 r| ̃𝜙0|2。在共振阈值附近设置了展宽 𝑤𝛺
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4.2.4 关于临界剖面的假设

在这一小节，我们将简单讨论一下临界剖面的问题。在本文中定义的共振输

运系数被触发时，输运很强，从而可能导致一个非常平坦的温度剖面。这样平坦

的剖面可能会低于 TIM激发所需要的最低温度梯度 𝜅𝑐
𝑇（见第 2.4节中 (2.38)式），

从而带来一个因果性的问题：当温度梯度不足以激发不稳定性和湍流的时候，也

就不应该有湍流输运系数。所以所有的湍流输运系数在局域梯度 𝜅𝑇 < 𝜅𝑐
𝑇 时应当

为 0，并且在 𝜅𝑇 ≳ 𝜅𝑐
𝑇 后迅速地增长起来。在我们的模型中，输运系数的这一特性

可以在一定程度上实现。

具体来说，回到计算积分时使用的色散关系模型 (4.19)，其中包含了参数 Λ =
𝜌/𝜎和 𝑘𝑦,max = 1/(𝜇𝜌)。当 𝜅𝑇 朝着 𝜅𝑐

𝑇 递减时，增长率也将会递减并最终小于 0，如

图 2.3。我们可以在参数 𝜇和 𝜎 中添加对 𝜅𝑇 的依赖关系而恢复这一特性：

𝜎 = ∞, 𝜇𝑦 = ∞, when 𝜅𝑇 < 𝜅𝑐
𝑇

这种对 𝜅𝑇 的依赖关系反映到输运系数模型上表现为：

𝜒n ∝ 𝜇2𝜎2

[(𝜇2𝜎2 + 1 + 𝛽2)
2
]

𝜇,𝜎→∞−−−−−→
𝜅𝑇 <𝜅𝑐

𝑇
0 (4.49)

𝜒 r ∝ 𝛽2

𝛽2 + 𝜇2𝛩res

𝜇,𝜎→∞−−−−−→
𝜅𝑇 <𝜅𝑐

𝑇
0 (4.50)

所以理论上来说，通过合理地描述输运系数关于 𝜅𝑇 的依赖关系应该可以得到平坦

但是处在临界梯度附近的剖面状态。我们在后面的小节中尝试了在 𝜒 中引入 𝜅𝑇 的

影响，不过效果并不理想。所以在本文中引入一个假设作为替代。

假设 4.1： 在本研究使用的模型中，共振输运可能造成的平坦剖面实际上处在近

临界梯度态（Near Marginal），即其梯度接近线性不稳定性的阈值 (2.38)。

近临界梯度和雪崩输运过程、自组织临界等既有关联也有区别，在未来的工

作中我们将进一步研究这个问题。
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∂
∂𝑡 ln⟨𝑇 ⟩ = −√2𝜀0∂𝑥⟨𝑉𝑥𝑇 ⟩𝑦 + 𝜒neo∂2

𝑥 ln⟨𝑇 ⟩

⟨ ̃𝑉𝑥 ̃𝑇 ⟩𝑘

∼ 𝑅 (𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑏𝑘𝛺̄𝐷) ⟨ ̃𝑉 2
𝑥 ⟩𝑘 [∂𝑥∆𝜙𝑍(⋯ ) − ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩(⋯ )]

(𝜒non­res
4 + 𝜒 res

4 )∂𝑥∆𝜙𝑍 − (𝜒non­res
3 + 𝜒 res

3 )∂𝑥 ln ⟨𝑇 ⟩

方程 (4.52)

𝜒 模型

图 4.3 热通量的推导流程示意图

∂
∂𝑡 [∆𝜙𝑍] = −∂𝑥⟨ ̃𝑉𝑥∆ ̃𝜙⟩𝑦

+ 𝜈𝑐∂2
𝑥∆𝜙𝑍

⟨ ̃𝑉𝑥∆ ̃𝜙⟩𝑘 = −⟨ ̃𝑉𝑥𝛿𝑞⟩𝑘 + ⟨ ̃𝑉𝑥 ̃𝑇 ⟩𝑘

𝑅 (𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍) ⟨ ̃𝑉𝑥𝑇 ⟩𝑘(⋯)
−𝑅 (𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍) ⟨ ̃𝑉 2

𝑥 ⟩𝑘 [∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩(⋯ ) − ∂𝑥∆𝜙𝑍(⋯ )]

𝑅 (𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍) 𝑅 (𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷) ⟨ ̃𝑉 2
𝑥 ⟩𝑘∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩(⋯ )

−𝑅 (𝜔 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺̄𝐷) ⟨ ̃𝑉 2
𝑥 ⟩𝑘∂𝑥∆𝜙𝑍(⋯ )

𝜒non−res
1

∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩
√2𝜀0

− (𝜒non−res
2 + 𝜒 res

2 ) ∂𝑥∆𝜙𝑍

方程 (4.51)
𝜒 模型

图 4.4 涡量通量的推导流程示意图
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4.3 剖面演化：𝐸 × 𝐵 台阶的形成
至此，我们已经得到了求解演化模型 (4.15) ­ (4.14)所需的所有通量和输运系

数模型。整个过程可以归纳为图 4.3和图 4.4两个流程图。下一步便是求解这个系

统，并研究剖面演化。具体来说，我们将在边界引入热通量驱动系统演化，剖面将

演化出准周期模式；然后讨论该系统中的基本反馈循环；接着找出何时台阶形成

以及控制台阶特征的参数；最后简短地讨论我们为了实现近临界态而做的一些尝

试。

4.3.1 方程和边界条件

正如推导流程图所示，我们将所有系数的简化 (4.45)、(4.46)还有通量全部代

入了剖面演化方程，最后得到：

∂
∂𝑡 (∆𝜙𝑍) = − ∂

∂𝑥 (
1
𝐶𝑖

𝜗𝜒n ∂
∂𝑥

ln⟨𝑇 ⟩
√2𝜀0 )

+ ∂
∂𝑥 [𝜗𝜒𝛿2

𝑏
∂3

∂𝑥3 𝜙𝑍] + 𝜈𝑐
∂2

∂𝑥2 ∆𝜙𝑍 (4.51)

∂
∂𝑡 ln ⟨𝑇 ⟩ = − ∂

∂𝑥 [𝐶𝑖√2𝜀0(1 − 𝜗)𝜒 ∂
∂𝑥 (∆𝜙𝑍)] + ∂

∂𝑥 [𝜒 ∂
∂𝑥 ln ⟨𝑇 ⟩] + 𝜒neo

∂2

∂𝑥2 ln ⟨𝑇 ⟩

(4.52)

为了求解上面的方程，必须要给出相应的边界条件。这里我们选择最简单的一组

边界条件：

∂
∂𝑥∆𝜙𝑍|B.C.

= 0 (4.53)

∂
∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|B.C.

≡ 𝜅B.C.
𝑇 = Const. (4.54)

∂
∂𝑥⟨𝑈̃ 2⟩|B.C.

= 0, or ∂
∂𝑥⟨ ̃𝜙2⟩|B.C.

= 0 (4.55)

这里大部分边界梯度为 0。注意到边界处的温度梯度被设为了一个可控制的参数：

𝜅B.C
𝑇 ，其中的 𝜅𝑇 ≡ ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩。边界热流将驱动系统演化，这对应于所谓的 “Flux­

driven” 系统。在本论文的模型中，使用了如图 4.2 所示的分段函数 𝜒 ≡ (𝜒n +
𝜒 r)| ̃𝜙0|2。不过为了使记号简洁，我们默认在后面的方程中出现的 𝜒n 为 𝜒n| ̃𝜙0|2。

在输运系数模型中，一方面 𝜒 是关于 𝛺𝑍 = ∂𝑥𝜙𝑍 的函数，所以也需要确定 𝛺𝑍 的

边界条件：

𝛺𝑍|B.C.
= 0 (4.56)

另一方面需要 | ̃𝜙0|2的值。为了得到湍流强度 | ̃𝜙0|2，我们引入了 ⟨𝑈 2⟩的演化方程：
1
2

∂
∂𝑡⟨𝑈 2⟩ = ∂

∂𝑥𝐷𝑈
∂

∂𝑥⟨𝑈 2⟩ − 3
2

𝛺𝐷

√2𝜀0
𝜒 ∂

∂𝑥 (∆𝜙𝑍) + 3
2

𝛺𝐷
2𝜀0𝐶𝑖

(1 + 𝜗)𝜒 ∂
∂𝑥 ln ⟨𝑇 ⟩
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− 1
𝐶𝑖

𝜗𝜒n
(

∂
∂𝑥

ln ⟨𝑇 ⟩
√2𝜀0 ) [

∂
∂𝑥 (∆𝜙𝑍)] + 𝜗𝜒 [

∂
∂𝑥 (∆𝜙𝑍)]

2
− 𝜈NL

𝑙2
𝑥

⟨𝑈 2⟩2

(4.57)

其中 𝜈NL是关于湍流非线性饱和的参数，𝑙𝑥为湍流径向相关长度（参见第 3.1.4节）。

然后用 Green函数从 ⟨𝑈̃ 2⟩得到 ⟨ ̃𝜙2⟩：

⟨ ̃𝜙2⟩ =
∞

∫
−∞

𝐺2(𝑥 − 𝑥′)⟨𝑈̃ 2⟩(𝑥′) d𝑥′ (4.58)

这里定义了一个格林函数：

𝐺2(𝑥) = ℱ −1
{

1
(𝐴 + 𝑘2)

2 }
= 1

2√
π

2𝐴3 (e−√𝐴|𝑥| + √𝐴|𝑥|e−√𝐴|𝑥|
)

而湍流强度的边界条件则由 (4.55)给出。

归结起来，剖面演化方程 (4.52)、(4.51)和湍流强度演化方程 (4.57)、边界条件

(4.53) ­ (4.56)和图 4.2中的输运系数模型，共同构成了本章研究的完整湍流–剖面

系统。下一步便是从数值上求解这个系统。

4.3.2 数值结果和剖面的基本行为

在数值方法上，我们选择了数值直线法离散前面给出的湍流–剖面演化系统，从

而得到了一组微分代数方程，然后利用Mathematica的 NDSOLVE函数求解。基于

下表 4.1中的参数，我们对前面提到的系统进行了数值求解。我们设定了 𝜈NL = 40，
这将使得湍流饱和之后处在 ⟨ ̃𝜙2⟩ ≃ 𝛿2 的水平上，于是 𝜒 ≃ (𝜒n + 𝜒 r)𝛿2。而 𝜈𝑐 和

𝜒neo 都被设置为与非共振湍流输运保持固定比例，且大概小一个数量级。最后的

结果如图 4.5所示。可以看到温度剖面中出现了非常明显的台阶，𝐸 × 𝐵平均流也
出现了准规则模式，也就意味着系统中自发形成了 𝐸 × 𝐵 台阶这一现象。值得注
意的是，虽然以 ⟨𝑈̃ 2⟩表征的湍流强度中也出现了褶皱和模式，但在经过 (4.58)的

卷积之后得到的 ⟨ ̃𝜙2⟩中褶皱变得非常平滑。这也说明湍流强度本身在不同区域的
强弱变化不是台阶形成的直接因素，所以这里的台阶形成机制不同于以往的理论

（参见第 1.2.3节）。

对剖面中的几个时间点做切片如图 4.6所示。在图 4.6(c)中，首先观察到温度

表 4.1 数值计算选择的参数

参数 𝜖0 𝜏 𝐶𝑖 𝜌 𝛿 𝛺𝐷 𝜗 𝜈𝑐 𝜒neo 𝜈NL 𝜅INI.
𝑇 ∆𝜅𝑇

值 1/4 1 0.1 10−2 0.06 1 0.2 0.1𝜒n𝛿2 0.5𝜒n𝛿2 40 1 0.3
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图 4.5 在表4.1中的参数下，剖面的演化情况

剖面存在两种明显分立的状态：一种几乎平坦，另一种更为陡峭。两种状态在空

间上交替排列，从而形成了台阶状的准周期模式！我们将温度剖面几乎平坦的这

些区域命名为 II­区，陡峭的区域命名为 I­区，如图 4.6所示。在 II­区内，平均涡

量的剖面也更平坦，同时更为重要的是，从图 4.6(a)可知这些区域对应的 𝛺𝑍 /𝛺𝐷

达到了触发共振输运所需的阈值。所以在 II­区，共振输运占主导。与此同时，在

I­区，剖面较为陡峭，𝛺𝑍 没有达到共振条件，非共振输运占主导。

为了理解这样的剖面模式背后的物理过程需要讨论平均流的演化，因为剖面

模式与共振输运有关，而共振输运触发与否完全取决于 𝛺𝑍 的值。所以我们从平
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图 4.6 剖面演化在时间上的切片

均涡量的演化方程 (4.51)入手分析反馈过程。该方程对空间求积分可以引入边界

条件的效应：
𝑥2

∫
𝑥1

∂
∂𝑡 (𝛿2

𝑏
∂2

∂𝑥2 𝜙𝑍) d𝑥 = − 1
𝐶𝑖

𝑥2

∫
𝑥1

∂
∂𝑥 (

𝜗𝜒n ∂
∂𝑥

ln⟨𝑇 ⟩
√2𝜀0 )

d𝑥 + 1
𝐶𝑖

𝑥2

∫
𝑥1

∂
∂𝑥 (𝜗𝜒𝛿2

𝑏
∂3

∂𝑥3 𝜙𝑍) d𝑥

+
𝑥2

∫
𝑥1

𝜈𝑐
∂2

∂𝑥2 ∆𝜙𝑍d𝑥

⟹ ∂
∂𝑡 (𝛿2

𝑏𝛺𝑍) |
𝑥2

𝑥1
= −

(
1
𝐶𝑖

𝜗𝜒n ∂
∂𝑥

ln⟨𝑇 ⟩
√2𝜀0 ) |

𝑥2

𝑥1
+ (

1
𝐶𝑖

𝜗𝜒𝛿2
𝑏

∂2

∂𝑥2 𝛺𝑍) |
𝑥2

𝑥1
+ (𝜈𝑐𝛿2

𝑏
∂2

∂𝑥2 𝛺𝑍) |
𝑥2

𝑥1

可以基于上面的表达式写出下面的演化方程 (4.59)，它可以帮助我们理解台阶形成

的过程。

∂
∂𝑡 (𝛿2

𝑏𝛺𝑍) = − 1
𝐶𝑖

𝜗𝜒n ∂
∂𝑥

ln⟨𝑇 ⟩
√2𝜀0

+ 1
𝐶𝑖 (

𝜗𝜒n ∂
∂𝑥

ln⟨𝑇 ⟩
√2𝜀0 ) |B.C.

+𝜗𝜒𝛿2
𝑏

∂2

∂𝑥2 𝛺𝑍 +𝜈𝑐𝛿2
𝑏

∂2

∂𝑥2 𝛺𝑍

(4.59)

在以上平均流的演化方程中，我们观察到等号右侧第二项是一个明显的来自边界

的温度梯度对 𝛺𝑍 的驱动。由于我们设定了一个恒定的边界条件 𝜅B.C.
𝑇 ，这样的驱

动将会始终存在。又因为 𝜈𝑐 是个小量而 𝛺𝑍|B.C. = 0，那么为让 𝛺𝑍 到达稳态，就

只剩下两种可能方式去平衡方程中的恒定驱动源。一种是由当地温度梯度去平衡，

即等号右侧第一项，另一种是由 𝛺𝑍 本身的湍流耗散去平衡，即等号右侧第三项，

如图 4.7所示。不同的平衡方式最终导致了不同的平均剖面状态。

下面，我们对两种状态以及达到它们所经历的反馈循环做出解释。
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∂

∂t

(
δ2bΩZ

)
= − 1

Ci
ϑχn ∂

∂x

ln⟨T ⟩√
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+
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(
ϑχn ∂

∂x
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+ ϑχ(ΩZ)δ
2
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∂2

∂x2
ΩZ + νδ2b

∂2

∂x2
ΩZ

ΩZ > ΩD resonant transport switched on

I: Local Gradient Balanced II: Resonant Dissipation Balanced

图 4.7 平衡边界温度梯度驱动的不同方式。方式 I：当地温度梯度的增长，或者方式 II：
𝛺𝑍 的湍流共振耗散

• I­区内，通常的湍流输运态，其剖面更为陡峭。在这种状态下，因为𝐶𝑖√2𝜀0 ≪ 1
以及 ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩ ≫ 𝐶𝑖√2𝜀0∂𝑥∆𝜙𝑍，所以涡度梯度的贡献可以被忽略，温度梯度

在方程 (4.59)中起主要作用。与此同时，局域温度剖面也是由边界温度梯度

𝜅B.C.
𝑇 驱动的。具体而言，局域温度梯度在特征时间 𝜏∇𝑇 内朝着边界值增长，

该过程可以用下面的表达式描述（这里假设了没有初始梯度）：

∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|(𝑡,𝑥) ∼ (1 − e−𝑡/𝜏∇𝑇 ) ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|B.C.

然后，局域温度梯度最终达到边界值附近。之后，在流演化方程 (4.59)中，局

域和边界的温度梯度的残余差值将会被𝛺𝑍 的非共振湍流耗散和碰撞耗散所

平衡。最终，𝛺𝑍 将会藉由局域温度梯度的平衡而达到一个准静态，如图 4.7

所示。归结下来，当𝛺𝑍 /𝛺𝐷 < 1时，系统会到达温度剖面和涡量剖面都较为
陡峭的状态。

• II­区内，共振输运（类雪崩）态，其剖面较为平坦。达成这一状态的反馈循

环的详细过程可以用图 4.8概括。当流 𝛺𝑍 增长时，如果它超过了共振阈值，

即 𝛺𝑍 > 𝛺𝐷，那么共振输运将会被触发。从方程 (4.52)和 (4.51)可知，共

振输运同时出现两个方程中，所以局域的温度和平均涡量输运都被显著地增

强。于是，首先是局域的温度剖面将变得平坦，其梯度将如我们在第 4.2.4节

中假设的那样，最终趋近于近临界梯度。其次，平均涡度（或平均流）的演

化方程 (4.59)中，来自温度梯度的贡献仅仅是非共振的，且局域温度梯度很

小。这使得来自边界梯度的恒定驱动无法被局域温度梯度平衡，而只能被恰

好增强了的 𝛺𝑍 本身的共振湍流输运所平衡，如图 4.7和图 4.8所示。归结

起来，当 1 < 𝛺𝑍 /𝛺𝐷 < 1.5时，系统状态为近临界的温度剖面和较为平缓的
涡量剖面。

有了上面关于两种状态的反馈过程的理解，我们可以将台阶形成过程的机制

简单归结为：在通常的湍流输运态之外，共振湍流输运使得温度剖面和平均涡量

剖面出现了第二种可能的状态。这两种状态在空间上交替出现，则共振输运相关
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图 4.8 II­区中的详细反馈过程。 1⃝边界值 ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|B.C.大于局域值，从而驱动𝛺𝑍 朝着正
值的方向增长（边界值为正）。如果𝛺𝑍 > 𝛺𝐷，共振输运 𝜒 r触发， 2⃝流的耗散和 3⃝局域
温度剖面的耗散都被增强。 4⃝局域温度梯度变得平坦，同时反馈到𝛺𝑍 的演化中。由于局
域温度梯度变弱，所以边界温度梯度的驱动效应变得更强。 5⃝而 𝛺𝑍 的湍流输运由于已
在第 2⃝步得到了增强，所以恰好可以平衡这一变强的边界驱动

的台阶便形成了。

上面给出的物理图像中仍然没有说明的问题是：台阶涌现的条件是什么？这

个问题的答案其实就隐藏在图 4.8 给出的反馈循环中，我们接下来要把它发掘出

来。

4.3.3 台阶出现的条件

从前面的讨论中我们知道，对反馈循环 II的建立，最重要的一步是共振条件

的触发，如图 4.7。并且触发必须发生在边界温度梯度驱动被当地温度梯度平衡之

前，如图 4.8。也就是说共振输运被触发的关键是边界梯度 𝜅B.C.
𝑇 足够强，以至于在

驱动局域温度梯度到达边界梯度之前，先驱动平均流𝛺𝑍 达到共振条件𝛺𝑍 > 𝛺𝐷！

基于这一简单的逻辑，我们下面将给出台阶形成所需阈值条件的估计。

先从下面的简单的输运系统开始讨论，其中的输运系数为常数：

∂𝑤
∂𝑡 = 𝑎 ∂2

∂𝑟2 𝑤 + 𝛷(𝑟, 𝑡) (4.60)

𝑤𝑥|𝑟=0
= 𝑤𝑟|𝑟=𝑙

= 𝑞0 (4.61)

𝑤|𝑡=0
= 𝑓(𝑟), 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑙 (4.62)

其解析解 𝑤(𝑟, 𝑡)可以给出，同时该解在空间上的梯度也可以写出如下[79]：

∂𝑤(𝑟, 𝑡)
∂𝑟 = − 2

𝑙2

𝑙

∫
0

𝑡

∫
0

∞

∑
𝑚=1

π𝑚𝛷(𝜉, 𝜏) cos(
π𝑚𝜉

𝑙 ) sin(
π𝑚𝑟

𝑙 ) e− π2𝑎𝑚2(𝑡−𝜏)
𝑙2 𝑑𝜏 𝑑𝜉
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− 2
𝑙2

𝑙

∫
0

∞

∑
𝑚=1

π𝑚𝑓(𝜉) cos(
π𝑚𝜉

𝑙 ) sin(
π𝑚𝑟

𝑙 ) e− π2𝑎𝑚2𝑡
𝑙2 𝑑𝜉

+ 𝑞0

∞

∑
𝑚=1,3,5,⋯

4
π𝑚 sin(

π𝑚𝑟
𝑙 ) (1 − e− π2𝑎𝑚2𝑡

𝑙2 )

回到我们模型中关于温度剖面的方程 (4.52)，考虑共振输运还未被触发的情形。我

们可以忽略其他项，仅仅只考虑来自边界梯度驱动的影响。然后将上面简单系统

的结论应用到简化后的温度剖面演化方程，从而得到局域温度梯度在时空中的表

达式如下：

∂
∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|(𝑥,𝑡)

∼ ∂
∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|B.C.[

1 −
∞

∑
𝑚=1,3,5,⋯

4
π𝑚 sin (π𝑚𝑥) exp (−π2𝜒n𝑚2𝑡) ] (4.63)

这里的 𝑥 ≡ 𝜓/𝐿𝜓，其中边界效应求和级数的第一部分结果为 1。上面的表达式告

诉我们局域温度梯度会在一个如下的时间尺度上演化到边界值：

𝜏∇𝑇 ∼ 1
π2𝜒n𝑚2 (4.64)

将局域温度梯度的估计 (4.63)代入到𝛺𝑍 的演化方程 (4.59)中，然后只保留温度梯

度相关的项：

∂
∂𝑡𝛺𝑍 ∼ 1

𝐶𝑖

𝜗𝜒n

𝛿2
𝑏√2𝜀0

[
∂

∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|B.C.
− ∂

∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|(𝑥,𝑡)]

= 1
𝐶𝑖

𝜗𝜒n

𝛿2
𝑏√2𝜀0

∂
∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|B.C.

∞

∑
𝑚=1,3,5,⋯

4
π𝑚 sin (π𝑚𝑥) e−π2𝜒n𝑚2𝑡 (4.65)

最终给出了共振输运触发前，𝛺𝑍 在边界热流驱动下的演化近似为：

𝛺𝑍(𝑡, 𝑥) ∼ 1
𝐶𝑖

𝜗𝜒n

𝛿2
𝑏√2𝜀0

∂
∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|B.C.

∞

∑
𝑚=1,3,5,⋯

4
π𝑚 sin (π𝑚𝑥) 𝜏∇𝑇 (1 − e−π2𝜒n𝑚2𝑡) (4.66)

回忆前面给出的共振输运触发的关键在局域温度梯度赶上边界值之前，𝛺𝑍 到达

共振条件。而局域温度赶上边界值的特征时间尺度是 𝜏∇𝑇 如式 (4.64)。所以触发条

件等效于式 (4.66)中 𝑡 = 𝜏∇𝑇 时有 𝛺𝑍(𝜏∇𝑇 , 𝑥) > 𝛺𝐷：

𝛺𝑍(𝜏∇𝑇 , 𝑥) ∼ 1
𝐶𝑖

𝜗
𝛿2

𝑏√2𝜀0

∂
∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|B.C.

∞

∑
𝑚=1,3,5,⋯

4
(π𝑚)3 sin (π𝑚𝑥) (1 − 1

e ) > 𝛺𝐷

(4.67)

于是给出了一个对边界温度梯度的阈值要求：

⟹ ∂
∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|B.C.

> 𝐶𝑖𝛺𝐷𝛿2
𝑏

e√2𝜀0

(e − 1)𝜗 ∑∞
𝑚=1,3,5,⋯

4
(π𝑚)3 sin (π𝑚𝑥)

(4.68)
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图 4.9 对边界梯度驱动 ∆𝜅crit
𝑇 的扫描。图中虚线来自对台阶出现阈值的估计 (4.70)，和数

值上给出的结果符合的很好。随着 𝛿𝑏 的减小，触发阈值快速地降低，在相同的 𝛿𝑏 下，净
驱动 ∆𝜅𝑇 越大，则台阶数量越多

上式分母中的级数是一个关于 𝑥 ∈ [0, 1]的函数，其值域为 [0, 0.125]，最大值取在
𝑥 = 0.5处。由于我们这里其实考虑的不是空间上所有位置，而是只要某处符合该
阈值要求，所以这里取求和级数的最大值。其中的系数 e/(e − 1)简化为 1。那么共

振输运能被触发时所需要的驱动阈值如下：

∂
∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|B.C.

> 𝐶𝑖𝛺𝐷
8𝛿2

𝑏√2𝜀0
𝜗 (4.69)

但是这里的阈值是针对初值 ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩ = 0的条件得出的，恢复初值的影响后得到下
面的最终结果：

∂
∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|B.C.

− ∂
∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|I.N.

> ∆𝜅crit
𝑇 ≡ 𝐶𝑖𝛺𝐷

8𝛿2
𝑏√2𝜀0

𝜗 (4.70)

这里的 ∆𝜅crit
𝑇 即为触发台阶现象时边界热流（或梯度）所需达到的条件。因为 𝑥 =

𝜓/𝐿𝜓，𝐿𝜓 = −𝐵𝜃𝑅0𝑎，d𝜓 = −𝐵𝜃𝑅0d𝑟，所以 d𝑥 = d𝑟/𝑎。同时 𝐶𝑖 = 𝑞𝜔0𝐿𝜓 /𝑇𝑖，𝛺𝐷

回归到简写前的形式 𝛺𝐷𝑇0/𝜔0，𝛿𝑏 也回归到简写前到形式 𝛿𝑏/𝑎。上面的阈值条件
(4.70)也可以转化到小半径坐标：

∂
∂𝑟 ln⟨𝑇 ⟩|B.C.

− ∂
∂𝑟 ln⟨𝑇 ⟩|I.N.

< − 𝑞
𝑇0

𝛺𝐷𝑇0𝐵𝜃𝑅0 (
𝛿𝑏
𝑎 )

2 8√2𝜀0
𝜗 (4.71)

注意这里的 𝛺𝐷𝑇0为离子在 𝛼方向上的进动速度，故单位为弧度每秒。
下面以参数 𝐶𝑖 = 0.1, 𝛺𝐷 = 1, 𝜀0 = 1

4 , 𝜗 = 0.2为例，改变 𝛿𝑏 的值，扫描我们

的湍流–剖面系统。同时，设 ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|I.N. = 1然后变化 ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|B.C.，以观察净驱

动对台阶数量的影响，最终得到了图 4.9。图中不同的记号代表了观察到的台阶数

量，我们对触发台阶的阈值估计 (4.70)标注为图中虚线，估计值符合实际数值计

算的 ∆𝜅𝑇 阈值。不过式 (4.70)并没有包括 𝜒neo 和 𝜈𝑐 的影响，它们在 ∆𝜅𝑇 十分接
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近阈值条件的时候可能会发挥更大的作用。另外，由于输运系数模型本身考虑到

计算的平滑性，在𝛺𝑍 = 𝛺𝐷附近存在一定的展宽，这也可能会对结果有一定的影

响。式 (4.70)和图 4.9告诉我们，𝛿𝑏越小则触发台阶所需边界热流越低，且两者之

间是二次的关系；更强的边界驱动也会带来更多的台阶。

4.3.4 台阶的特征

由 𝛺𝑍 的演化方程 (4.59)可知，在 II­区中的稳态剖面必然满足边界温度梯度

驱动和 𝛺𝑍 的局域湍流共振耗散的基本平衡，即

(
1
𝐶𝑖

𝜒n ∂
∂𝑥

ln⟨𝑇 ⟩
√2𝜀0 ) |B.C.

∼ 𝜒 r𝛿2
𝑏

∂2

∂𝑥2 𝛺𝑍

在上式中，因为 ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|B.C. = Const.，所以 II­区中的 𝛺𝑍 可以近似为下面的二次

函数形式：

𝛺𝑍(𝑥) → 𝐾II𝑥2 (4.72)

其中，𝐾II是一个参数。把这种形式的 𝛺𝑍 代入平衡关系中得到 𝐾II的表达式：

𝐾II ∼ 1
𝛿2

𝑏𝐶𝑖√2𝜀0

𝜒n

𝜒 r (
∂ ln⟨𝑇 ⟩

∂𝑥 ) |B.C.
(4.73)

回忆前面给出的 𝜒(𝛺𝑍)模型，即图 4.2，在平台区的半宽度内 𝑤II/2，𝛺𝑍 应当从

实际平均涡量剖面的最大值处 𝛺Max
𝑍 减少到可以触发共振输运的最小值 𝛺Crit

𝑍 ，如

图 4.10所示。在式 (4.72)中引入 𝑤II后可得在空间长度 𝑤II/2内 𝛺𝑍 的变化量：

𝐾II (
𝑤II
2 )

2
∼ 𝛺Max

𝑍 − 𝛺Crit
𝑍 ≡ ∆𝛺𝑍

其中 𝛺Max
𝑍 − 𝛺Crit

𝑍 定义为 ∆𝛺𝑍，它和定义的输运系数模型（图 4.2）中的展宽 𝑤𝛺

有关。然后上面的式子结合前面给出的 𝐾II的表达式便可得到台阶宽度的估计：

𝑤II ∼ 2√
∆𝛺𝑍
𝐾II

∼ 2𝛿𝑏√∆𝛺𝑍
𝜒 r

𝜒n

𝐶𝑖√2𝜀0
∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|B.C.

(4.74)

以 𝜒 r/𝜒n = 100，𝐶𝑖 = 0.1，𝜀0 = 1/4为例。在我们定义的 𝜒(𝛺𝑍)模型中，共振
条件附近的展宽为𝑤𝛺 = 0.2，所以可以认为这里的 ∆𝛺𝑍 /𝛺𝐷大概取值在 0.2左右。

将𝑤II随着 𝛿𝑏在不同 ∆𝜅𝑇 下的关系画出如图 4.11。由于在𝛺𝑍 ≃ 𝛺𝐷之后，𝛺𝑍 仍

然会有缓慢增长，从而导致 ∆𝛺𝑍 也有缓慢增长，进而使得台阶区的典型宽度少量

的增加，最终在剖面结果中表现为部分台阶的融合。

在下图 4.12的例子中，我们采用相同的 ∆𝜅𝑇 只改变 𝜅INI.
𝑇 的值。结果显示更高

的初值梯度可以减少台阶宽度，从而允许更多台阶出现，正如式 (4.74)所预测的

那样。不过改变初始梯度后，如果要维持多出来的台阶，可能还需要增加边界梯
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ΩZ

ΩD

wII

∆ΩZ

δ2b∆ϕZ

ln⟨T ⟩

图 4.10 处于共振触发范围的速度 𝛺𝑍 和平台区的宽度 𝑤II对应

图 4.11 台阶宽度随 𝛿𝑏 的变化，同时比较了不同 ∆𝛺𝑍 和 𝜅B.C.
𝑇 的影响。这里的 𝜅B.C.

𝑇 =
𝜅INI.

𝑇 + ∆𝜅𝑇。(a)在相同的边界驱动下，例如 ∆𝜅𝑇 = 0.2，更高的初始温度梯度将导致更小
的台阶宽度，从而倾向于产生更多台阶。(b)对一组 (𝛿𝑏, 𝜅B.C.

𝑇 )参数来说，当流缓慢地逐渐
增长时，∆𝛺𝑍 也会缓慢地增长，比如图中从 0.1到 0.2，这在剖面中体现为台阶的融合

度，不然就会像图 4.12(II)那样发生融合。这一点可以从熵的角度理解。我们的剖

面演化系统由于边界热流输入是一个非平衡系统，其中更多的台阶意味着系统更

“规则”，对应于系统熵减，更强的驱动有助于系统朝熵减的方向进一步演化[80]。

总结下来：一方面，边界处总的梯度 𝜅B.C.
𝑇 = 𝜅INI.

𝑇 + ∆𝜅𝑇 决定了平台的宽度，

从而限制了可以出现的最大台阶数量。另一方面，净驱动 ∆𝜅𝑇 越大，那么台阶的

数量也就越多。
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(I) 𝜅INI.
𝑇 = 0.5 (II) 𝜅INI.

𝑇 = 2

图 4.12 ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩的初值可以影响台阶尺寸和台阶数量，这里 ∆𝜅𝑇 = 0.2，𝛿𝑏 = 0.06

4.3.5 关于实现临界剖面的讨论

正如本论文在第 4.2.4节中讨论的那样，𝜒 应当包含温度梯度 𝜅𝑇 的影响从而

最终使得温度剖面在共振输运时处在近临界态。引入这样的依赖关系的最简单的

方法就是像图 4.13中那样简单地加入一个关于温度梯度的双曲正切函数。在数值

计算中使用这样的输运系数模型后，我们发现新经典输运系数将会发挥更为重要

的作用，并且流也并不总是由共振 𝜒 输运而达到饱和。另外，𝜒 r/𝜒n ∼ 𝜔2
𝑅/𝛾2这一

比值应当在 𝜅𝑇 非常接近线性不稳定性临界值的时候变得非常大，因为此时 𝛾 接近
于 0而 𝜔𝑅 几乎不变，见图 2.3。我们没有找到包含这一效应的简单方法，并且这
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图 4.13 在 𝜒 模型中引入 𝜅𝑇 影响的一个例子

样似乎也会带来一些时间尺度的问题。根据测试结果，我们认为在这样简单的系

统中实现近临界态较为困难，继续在这个问题上花费过多的精力会使得本文变得

冗长。理论上来说借助更复杂的模型或许可以使得剖面达成近临界态，但是借用

经济学的术语来说，这可能是在追寻边际收益。

4.4 小结

在本章中，我们研究了势涡守恒系统中平均剖面的演化过程。我们首先利用

了准线性近似建立了热通量、涡量通量、势涡通量和温度剖面、平均涡度剖面间

的关系。将这些通量代入剖面演化方程后使得方程闭合。同时，基于第二章湍流

自扩散问题的一些结论，我们引入了以 ⟨𝑈̃ 2⟩表征的湍流强度演化方程，然后借助
格林函数将 ⟨𝑈̃ 2⟩转化为 ⟨ ̃𝜙2⟩。通量中各个输运系数的表达式告诉我们，捕获离子
进动可以借助 𝐸 × 𝐵 平均流的多普勒效应实现和捕获离子模（TIM）之间的共振，

进而引发共振输运。我们利用了从 Darmet模型得到的色散关系模型，并且假设了

湍流谱为双 Lorentz谱，然后借助色散关系拟合参数中存在的量级差异，最终得到

了简化的输运系数表达式。根据系数的表达式，本章得出三个重要结论：

1. 共振条件可以转化为对 𝐸 × 𝐵平均流 𝛺𝑍 的要求，即 1 < 𝛺𝑍 /𝛺𝐷 < 1.5；
2. 共振和非共振输运系数的比值近似为：𝜒 r/𝜒n ∼ (𝜔𝑅/𝛾)2 ∼ 𝒪(10) − 𝒪(100)；
3. 众多系数可以归一化到其中一个系数上。

基于这些结论，我们采用了一个关于 𝛺𝑍 的分段函数作为输运系数模型，将剖面

演化模型简化为 (4.51) ­ (4.57)。于是，综合剖面演化方程、湍流强度演化方程和输

运系数模型，最终得到了一个包含共振输运的湍流–剖面演化系统。

我们对该系统首先进行了数值求解，在设定的边界条件中，令 ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩|B.C. ≡
𝜅B.C.

𝑇 为恒定值。结果显示，当边界净驱动 𝜅B.C.
𝑇 − 𝜅Ini.

𝑇 超过一定值之后，可以观察

到剖面台阶的出现，其主要特征是温度剖面出现的台阶状准周期模式，同时伴随

着 𝐸 × 𝐵 平均流中的准周期模式。以温度剖面的平台和阶沿为区分，可以将剖面
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区域分为两类：在平台区，由于 𝛺𝑍 处在共振条件范围内，共振输运被触发，温

度剖面变得平缓，接近所谓的近临界剖面（Near Marginal），平均涡度（或 𝐸 × 𝐵
平均流）的饱和也主要由共振输运决定，剖面较平坦；在阶沿区，非共振湍流输运

（通常的湍流输运）占主导，剖面比平台区更陡峭。湍流强度本身在台阶不同区域

的差异不大，因为格林函数的作用，使得 ⟨𝑈̃ 2⟩中可能出现的褶皱被极大地抹平了。
通过研究平台区剖面演化最终达到准稳态所经历的反馈过程，我们得出台阶

触发所需满足的条件是：边界热流驱动源同时驱动 𝐸 × 𝐵平均流和局域温度梯度，
但 𝛺𝑍 增长达成共振条件的时间要快于局域温度梯度到达边界温度梯度的时间。

这一条件对边界净驱动热流的大小提出了要求，即∆𝜅𝑇 > ∆𝜅crit
𝑇 时可出现台阶。我

们给出的解析临界条件 ∆𝜅crit
𝑇 （见式 (4.70)）与数值扫描系统 (4.51) ­ (4.57)参数后

给出的数值临界值相符，如图 4.9。

根据 𝛺𝑍 在平台区演化达到准稳态需满足条件：边界恒定热流驱动同 𝛺𝑍 的

共振湍流耗散平衡，我们得出了台阶宽度的估计值 (4.74)。台阶宽度主要受三个因

素决定：

1. 正比于香蕉轨道宽度 𝛿𝑏；

2. 正比于√𝜒 r/𝜒n，同时由于共振和非共振输运系数的比值近似为 TIM实频率

和增长率的比值的平方，故台阶宽度正比于 𝜔𝑅/𝛾;
3. 反比于√𝜅B.C.

𝑇 ，即边界热流越大，台阶宽度越窄。

不过需要强调的是，(4.74)只是给出了台阶宽度的估计，受到上面列举的因素

影响可使台阶宽度变窄。但这只意味着可以存在更多的台阶，只是一个上限值。真

正要使得系统产生并长时间维持较多的台阶，还是需要更强边界净驱动。所以更

强的边界净驱动带来更多的台阶这一结论包含两方面的原因：一是在初始温度梯

度相同的情况下，更高的边界净驱动使得总的边界温度梯度提高，于是单个台阶

宽度变窄，相同空间中可容纳的台阶更多；二是边界净驱动更强，系统得以朝着熵

减的方向演化的更远，形成更多的结构。

综上，本章的工作集中在对剖面演化过程的研究上，我们发现了由共振输运

触发而引起的剖面台阶现象（即 𝐸 × 𝐵台阶），探讨了演化过程中的反馈机制，给
出了台阶触发条件、台阶宽度估计等解析结果。同时这项工作也给出了一种带状

流无碰撞饱和的新机制，即通过带状流的共振耗散饱和。台阶的出现也意味着在

托卡马克中可能存在一些新的运行模式，比如所谓的 “Improved L mode”。台阶宽

度这一介观尺度与回旋波姆定标率失效之间也可能存在潜在联系。

82



第 5章 结论

第 5章 结论

本论文基于第一性原理，从一个简化的但是具有代表性的动理学系统，即

Darmet 模型出发，推导出了一个势涡的守恒系统 (2.15) ­ (2.16)。基于这一势涡

系统，本论文从理论推导和数值计算的角度研究托卡马克中的两个介观演化问题：

湍流自扩散和 𝐸 × 𝐵台阶，结果体现为两方面。
第一是推导出了一个包含显式非局域性的湍流自扩散模型。借助势涡 𝑈̃ =

̃𝜙 − ∆ ̃𝜙的演化方程的守恒性，我们推导出了一个关于扰动电势强度 ⟨ ̃𝜙2⟩的演化方
程：

∂𝑡 ⟨ ̃𝜙2⟩ = 𝒢 ⊗ [Nonlinear Diffusion] + 𝒢 ⊗ (𝛾𝐿(𝑟) ⟨ ̃𝜙2⟩) − 𝐷0
𝑙2
𝑟

⟨ ̃𝜙2⟩
2

其中显式地包含了非局域效应，即式中同格林函数 𝒢 ∝ exp(−|𝑥 − 𝑥′|/𝛿𝑏)的卷积。
将势涡 𝑈̃ 转换为 ̃𝜙时引入了格林函数，其中的非局域性来源于捕获离子的极化电
荷效应。卷积核的宽度为数个香蕉轨道宽度，代表了非局域性的大小。该非局域

性原本隐藏在 (3.10)中，我们借助格林函数，将这样的非局域性显式地表达出来。

含有非局域性的模型 (3.26)相比传统模型 (3.25)加快了湍流自扩散过程中的锋面

传播速度，并且加深了锋面穿透进入线性稳定区的深度。该模型相比于传统的模

型有着更为严格的推导过程，是一个微分­积分方程，并且从理论上给出了一种新

的托卡马克的内秉非局域性——理论上来说，只要托卡马克等离子体碰撞率处在

香蕉区，那么这种非局域性在湍流中都应该起作用。

第二，我们推导、建模了一套剖面台阶演化的模型，并且发现共振输运在𝐸 ×𝐵
台阶形成中发挥了重要作用。为了研究势涡系统中的剖面演化过程 (2.10)和 (2.12)，

我们首先使用准线性近似得到通量表达式，然后借助从 Darmet模型得出的色散关

系模型和双洛伦茨谱建立了输运系数模型，进而化简了通量表达式。将通量表达

式代入方程，最终闭合了剖面演化方程。同时加入了用 ⟨𝑈̃ 2⟩表征的湍流强度演化
模型，最终形成了一个湍流–剖面演化系统。

在简化输运系数的过程中，我们发现当 𝐸 × 𝐵 环向平均流频率 𝛺𝑍 接近捕获

离子进动频率 𝛺𝐷 时，捕获离子模和捕获离子进动间可以实现共振。这导致了通

量中的输运系数出现共振输运分量，共振条件可近似为 1 < 𝛺𝑍 /𝛺𝐷 < 1.5。有趣的
是，虽然几乎所有通量中的输运系数都包含这样的共振和非共振分量，但是在涡

量通量中，温度梯度仅仅贡献非共振分量。因为温度梯度前的输运系数中的响应

函数包含两个部分，代入对应共振条件后几乎相互抵消，如式 (4.11)。
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我们利用数值和解析方法研究了得到的湍流–剖面系统，结果显示在边界热流

驱动下，剖面出现了两种由 𝐸 × 𝐵 平均流 𝛺𝑍 决定的输运和剖面状态。一种是由

共振输运调控的共振（类雪崩）态，其温度剖面较为平缓（近临界状态）；二是由

非共振湍流输运调控的非共振态，其剖面更为陡峭。最为有趣的是这两种剖面状

态在空间中呈现出类似台阶的准周期交替模式，也就是说我们实现了所谓的 𝐸 × 𝐵
台阶现象。论文从理论的角度，对台阶现象进行了分析：

• 借助平均流 𝛺𝑍 的形式演化方程，论文分析了台阶建立过程中的反馈过程，

如图 4.7。平均流是触发共振和非共振条件的关键，而其本身的演化受恒定

边界热流的驱动，其演化中存在两种平衡边界热流的方式：局域热流平衡或

𝛺𝑍 的共振输运平衡。

• 基于反馈过程的分析，我们给出了触发台阶现象所需要的条件是：边界热流

足够强，以至于在驱动局域温度梯度到达边界梯度之前，先驱动平均流 𝛺𝑍

达到共振条件。这一条件转化为对边界热流的要求 (4.70)。

• 平台区内平均流 𝛺𝑍 到达准稳态后需要实现边界热流驱动与 𝛺𝑍 共振输运之

间的基本平衡，据此可得出平台区宽度的估计 (4.74)。其中，台阶宽度受到

了香蕉轨道宽度、共振和非共振输运系数之比、边界热流驱动等的影响。

同以往 𝐸 × 𝐵 台阶理论研究比较：我们得到了捕获离子进动、𝐸 × 𝐵 平均流、
捕获离子模式三者作用达成共振这一新机制，其引发的共振输运是剖面台阶形成

的新机制。同时平均流的共振输运也给出了一种带状流的无碰撞饱和机制[81]。湍

流强度演化方程也被包含在了系统演化中，但是在台阶形成过程中湍流本身的强

度并不起到决定性的作用。我们首次给出了台阶触发所需边界热流条件、首次给

出了和共振/非共振输运系数相关的台阶宽度的估计。

在未来的研究方向上，显式非局域湍流自扩散模型的一个可能的应用方向是

台基湍流，因为这里的等效非局域性 𝛿𝑏/𝐿𝑇 并不是小量。正如在论文 3.2 节中看

到的，更窄的不稳定区间对应的等效非局域性更大，可能使得湍流自扩散的相对

影响更强。另外，台基非局域性可能是一种简化效应，因为它会抹平台基中的微

湍流[82]。值得一提的是，Waltz等在 [33] 曾猜测回旋动理学模拟中可能存在类似

(1.7)的非局域性，用以解释过去数个动理学模拟程序给出的离子热输运定标率从

所谓的 “Bohm”到 gyro­Bohm的现象[4, 31]。该非局域增长项和本论文从理论上得

出的非局域增长率 (3.26)在形式上是一致的，并且我们的结果说明这样的非局域

性可能来源于捕获离子的极化电荷效应。所以显式非局域模型在理解和简化大规

模数值计算上有潜在的应用。在湍流自扩散中包含带状流也是一个重要的研究方

向，因为湍流产生了带状流，所以湍流的传播可能会拖拽带状流。要回答这个问
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题，实际上不是简单地把带状流包含进湍流自扩散方程就可以了，应该认识到温

度、密度剖面也必然发挥了作用。而我们得到的湍流–剖面系统显然更适合研究这

个问题。最后，还可以将模型拓展应用到高能量粒子驱动的湍流上，特别是对高

能粒子模扰动（EPM）[83, 84]。因为在 EPM中，𝛿𝑏的尺度可以很大，从而使得显式

非局域性更强。

对台阶模型的相关结果来说，未来首先考虑的是在大型模拟程序上的验证。比

如研究台阶触发条件和台阶宽度随等离子体参数的定标关系，分析平均流结构和

捕获离子进动间是否存在关联等。其次是，现有的一些实验和模拟结果显示内部

输运垒的形成和快离子的共振效应存在联系，结果会显著地增强装置的约束[85, 86]。

结合本项研究中 𝐸 × 𝐵台阶形成与捕获离子共振的关系，可以看到 𝐸 × 𝐵台阶和内
部输运垒似乎存在某些联系。这些联系值得更多的理论、模拟、实验的研究。更有

趣的是 𝐸 × 𝐵台阶其实预示着在一定条件下，或许可以实现多级内部输运垒。特别
是对未来的更大型的装置，台阶的数量可能会增多。正如我们在 [9]中看到的，更

多的台阶对约束的改善效果可能会更显著，从而意味着 𝐸 × 𝐵 台阶有可能进一步
启发类似于约束增强型 L模的新运行模式。在获得进一步的模拟结果后可以考虑

设计实验方案研究。最后，由于我们的势涡守恒系统建立在对捕获离子模的研究

上，所以同样地，在更远的将来，这一台阶模型也可能进一步拓展到高能量粒子和

湍流相互作用这类问题中。

本研究存在一些局限性。首先是，整体势涡系统建立在捕获离子模上，其频

率较低，是一种类交换模（也可称为长波 ITG）。在现有的研究中，对捕获离子模

（TIM）的讨论并不多，不过也有一些研究认为 TIM在托卡马克中的一些物理过程

中发挥了重要的作用[87]。然后是本论文在讨论剖面台阶的过程中，使用了一个近

临界剖面假设。因为要真正实现近临界剖面较为复杂，可能需要使用精细微调的

输运系数模型等方法，这些问题将在未来的研究中进一步讨论和优化。

总体来说，本论文从理论的角度，研究了托卡马克中的湍流自扩散和 𝐸 × 𝐵台
阶这两类介观物理问题。通常的湍流自扩散可以归结为势涡（𝑈̃）的非共振输运，
其中可能包含非局域效应。温度剖面、平均涡度剖面（两者构成了平均势涡）在共

振输运的作用下可以形成台阶状准周期模式。
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附录 A 补充内容

附录 A 补充内容

A.1 其他通量

对第 4.1.4节湍流强度方程 (4.13)中出现的通量 ⟨ ̃𝑇 (𝐴 − ∆) ̃𝑉𝑥⟩可采用同样的准
线性近似：

⟨ ̃𝑇 (𝐴−∆) ̃𝑉𝑥⟩𝑘 ∼
𝑖(𝐴 + 𝑘̄2

⟂)

𝜔 − 𝑘𝑦 (
𝛺𝑍 + 𝐶𝑖

√2𝜀0

𝛺̄𝐷
𝐴 + 𝑘̄2

⟂ )

⟨ ̃𝑉 2
𝑥 ⟩𝑘

1
√2𝜀0 (

𝐶𝑖
𝛿2

𝑏∂3
𝑥𝜙𝑍

𝐴 + 𝑘̄2
⟂

− ∂𝑥 ln⟨𝑇 ⟩
)

(A.1)

从而有

⟨ ̃𝑇 (𝐴 − ∆) ̃𝑉𝑥⟩ ∼ 𝜒6
𝐶𝑖

√2𝜀0
𝛿2

𝑏∂3
𝑥𝜙𝑍 − 𝜒5∂𝑥

ln⟨𝑇 ⟩
√2𝜀0

(A.2)

其中，

𝜒6 = ∑
𝑘

[ ̃𝑉𝑥(𝑘)]2 𝑖

𝜔 − 𝑘𝑦 (
𝛺𝑍 + 𝐶𝑖

√2𝜀0

𝛺̄𝐷
𝐴 + 𝑘̄2

⟂ )

(A.3)

𝜒5 = ∑
𝑘

[ ̃𝑉𝑥(𝑘)]2 𝑖(𝐴 + 𝑘̄2
⟂)

𝜔 − 𝑘𝑦 (
𝛺𝑍 + 𝐶𝑖

√2𝜀0

𝛺̄𝐷
𝐴 + 𝑘̄2

⟂ )

(A.4)

A.2 其他输运系数

模型 (4.14) ­ (4.16)中的所有的非共振输运系数如下：

𝜒non­res
1 = 4

𝑘𝑦,max

∫
0

𝑘𝑥,max

∫
0

| ̃𝜙|2
𝑘𝑥,𝑘𝑦

√2𝜀0(𝜌2𝑘2
𝑦 + 𝛿2𝑘2

𝑥)
Λ𝑘𝑦(𝑘𝑦,max − 𝑘𝑦)

𝑅𝛺𝐷 [1 + Λ2 (𝑘𝑦,max − 𝑘𝑦)
2
]

2d𝑘𝑥d𝑘𝑦

(A.5)

𝜒non­res
2 = 2

𝑘𝑦,max

∫
0

𝑘𝑥,max

∫
0

| ̃𝜙|2
𝑘𝑥,𝑘𝑦

√2𝜀0(𝜌2𝑘2
𝑦 + 𝛿2𝑘2

𝑥)
Λ𝑘𝑦(𝑘𝑦,max − 𝑘𝑦)

𝑅𝛺𝐷 [1 + Λ2 (𝑘𝑦,max − 𝑘𝑦)
2
]
d𝑘𝑥d𝑘𝑦

(A.6)
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𝜒non­res
3 = 2

𝑘𝑦,max

∫
0

𝑘𝑥,max

∫
0

| ̃𝜙|2
𝑘𝑥,𝑘𝑦

Λ𝑘𝑦(𝑘𝑦,max − 𝑘𝑦)

𝑅𝛺𝐷 [1 + Λ2 (𝑘𝑦,max − 𝑘𝑦)
2
]
d𝑘𝑥d𝑘𝑦 (A.7)

𝜒non­res
4 = 2

𝑘𝑦,max

∫
0

𝑘𝑥,max

∫
0

| ̃𝜙|2
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𝑥

Λ𝑘𝑦(𝑘𝑦,max − 𝑘𝑦)
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]
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(A.8)

𝜒non­res
5 = 2

𝑘𝑦,max

∫
0

𝑘𝑥,max

∫
0

| ̃𝜙|2
𝑘𝑥,𝑘𝑦

(𝐴 + (𝜌2𝑘2
𝑦 + 𝛿2𝑘2

𝑥))
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2
]
d𝑘𝑥d𝑘𝑦

(A.9)

𝜒non­res
6 = 𝜒non­res

3 (A.10)

使用色散关系模型 (4.19)和谱函数模型 (4.20)可积分求出解析解（这里令 𝛼 = 0）：

𝜒non­res
3 ≃| ̃𝜙0|2

𝛺𝐷
𝛽𝜎[ (𝛽2 + 𝜇2𝜎2 + 1) log((1 + 1

𝛽2 ) (1 + 1
𝜇2𝜎2 ))

− 2 cot−1(𝛽) (𝛽3 − 𝛽𝜇2𝜎2 + 𝛽)

+ 2𝜇𝜎 (𝛽2 − 𝜇2𝜎2 − 1) cot−1(𝜇𝜎)]

/[𝜌 (𝛽2 (2 − 2𝜇2𝜎2) + 𝛽4 + (𝜇2𝜎2 + 1)
2
) ]

∼ | ̃𝜙0|2𝜇2𝜎2

𝛺𝐷𝜌 [(𝜇2𝜎2 + 1 + 𝛽2)
2 − 4𝜇2𝜎2𝛽2]

× (2𝛽 cot−1(𝛽) − 2𝜇𝜎 cot−1(𝜇𝜎) + log((1 + 1
𝛽2 ) (1 + 1

𝜇2𝜎2 )))
(A.11)

其中最主要的贡献来自于 𝜇2𝜎2相关的那些项，从而最终简化为(4.24)。

这里以 𝜒 res
2 为例给出其他共振输运系数的表达式：

𝜒 res
2 =

𝑘𝑥,max

∫
0

𝑘𝑦,max

∫
0

| ̃𝜙0|2

𝜋2∆𝑘𝑥∆𝑘𝑦

𝑘2
𝑦𝛿(𝜔𝑅 − 𝑘𝑦𝛺𝑍 − 𝑘𝑦𝑏𝑘𝛺𝐷)

[
1 + (

𝑘𝑥 − 𝑘𝑟0
∆𝑘𝑥 )

2

] [
1 + (

𝑘𝑦 − 𝑘𝑦0
∆𝑘𝑦 )

2

]

×
(

1 − 1
𝜏 + √2𝜀0 (𝜌2𝑘2

𝑦 + 𝛿2𝑘2
𝑥))
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≃
| ̃𝜙0|2𝑘2

𝑦,res

[
1 + (

𝑘𝑥,res
∆𝑘𝑥 )

2

] [
1 + (

𝑘𝑦,res
∆𝑘𝑦 )

2

]

1
|∆𝑘𝑦 (𝛺𝑍 + 𝑏𝑘,res𝛺𝐷) |

×
(

1 − 1
𝜏 + √2𝜀0 (𝜌2𝑘2

𝑦,res + 𝛿2𝑘2
𝑥,res))

(A.12)

将 𝛩res，∆𝑘𝑦 = 𝛽𝑦𝑘𝑦,max = 𝛽𝑦
𝜇𝑦𝜌 和 ∆𝑘𝑥 = 𝛽𝑥𝑘𝑥,max = 𝛽𝑥

𝜇𝑟𝜌 代入上面的表达式，并设

𝛽𝑥/𝜇𝑟 = 𝛽𝑦/𝜇𝑦。最终给出如下的近似表达式：

𝜒 res
2 ≃ | ̃𝜙0|2𝑘2

𝑦,res
√2𝜀0𝛩res

[
1 + (

𝜇𝑟
𝛽𝑥 )

2
𝛿2𝑘2

𝑥,res + (
𝜇𝑦
𝛽𝑦 )

2
𝜌2𝑘2

𝑦,res]

× 1

|
𝛽𝑦

𝜇𝑦𝜌 (
𝛺𝑍 + 𝛺𝐷

1
𝜏 + √2𝜀0(𝛿2𝑘2

𝑥,res + 𝜌2𝑘2
𝑦,res))|

≃ | ̃𝜙0|2𝑘2
𝑦,res

𝛽2√2𝜀0𝛩res

𝛽2 + 𝜇2𝛩res

1

|
𝛽𝑦

𝜇𝑦𝜌 (
𝛺𝑍 + 𝛺𝐷

𝜏 + √2𝜀0𝛩res)|

(A.13)

93



致 谢

致 谢

回想博士期间经历的种种困难，不禁心生感慨。研究生入学时觉得人生充满

了可能性，怀揣着很多理想，但随后的研究工作却没有方向更没有成果，还有家

庭、生活上的困难都让人情绪低落，渐渐地感到迷茫。我只能尽最大的努力做好

每件事，以此宽慰自己真的努力了。很感谢学校的支持，也很感谢母亲的鼓励给

了我行动力，我很庆幸后来申请了学校的短期访学项目。通过 7个月的项目，我

去往美国加州大学圣地亚哥分校，接受了 Patrick H. Diamond教授的指导。时逢新

冠全球大流行，但是在 Diamond教师的指导下找到了研究的突破口，毕业的希望

也才渐渐显现。非常感谢 Diamond教授在我博士期间的精心指导，他在工作上的

努力让人敬佩，在我心中树立了一个科学家的榜样。于我而言，Diamond教授不止

是导师有时候更像朋友。从美国回国时，因为疫情下航班限制，经历漫长的隔离、

旅行，也让身体和心理承受了很大的压力。所幸选择的坚持比放弃要多，逐渐地

获得一些研究成果，生活渐渐回到轨道。困难林林总总，不算多不算少，让我收获

了一个更为平静的心态。纵使疾风起，人生不言弃。

衷心感谢导师高喆教授和 Patrick H. Diamond教授对本人的精心指导。他们的

言传身教将使我终生受益。

感谢核工业西南物理研究院 ESL 实验室全体老师和同窗们的热情帮助和支

持！

本课题承蒙国家自然科学基金资助，特此致谢。
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个人简历、在学期间完成的相关学术成果

个人简历、在学期间完成的相关学术成果

个人简历

1994年 10月 12日出生于云南省昆明市。

2012年 9月考入清华大学工程物理系核工程与核技术专业，2016年 7月本科

毕业并获得工学学士学位。

2016年 9月免试进入清华大学工程物理系攻读核科学与技术博士至今。

在学期间完成的相关学术成果

学术论文：

[1] Yan Q, Diamond P H. Physics of turbulence spreading and explicit nonlocality[J].
Plasma Physics and Controlled Fusion, 2021, 63(8): 085017.
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指导教师学术评语

湍流输运一直是磁约束聚变等离子体物理的核心问题。由于实验观测与扩散

主导的局域输运理论存在偏差，介观尺度上的输运物理受到日益增长的关注。本

论文围绕两个重要的介观尺度问题：湍流自扩散和 𝐸 × 𝐵 台阶开展理论研究，工
作具有重要的理论价值。

论文由晏庆豪同学在导师指导下独立完成，在以下几点上取得创新性成果: (1)

从简化的动理学模型出发，推导获得一个势涡守恒系统，可用于研究多种湍流输

运现象; (2)利用势涡的守恒性质，获得一个包含显式非局域效应的湍流自扩散模

型，发现了非局域性对湍流锋面传播速度和穿透深度的增强作用; (3)获得湍流­剖

面演化系统，可自发演化出 𝐸 × 𝐵台阶模式，从而给出通过波­粒子共振输运导致

剖面台阶的新机制，并给出台阶触发条件和台阶宽度的估计。

基于论文工作，在国际核心学术期刊上发表和待发布 SCI论文 2篇，工作在

国际和国内学术会议上进行了报告。论文具有很高的学术价值。
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答辩委员会决议书

湍流输运对磁约束聚变等离子体的约束至关重要。论文通过研究势涡的输运

来探索湍流的介观演化及其对输运的影响，选题具有重要的科学意义和应用价值。

论文创新性成果：

1. 基于简化的动理学理论得到了一个势涡守恒系统，讨论了捕获离子模对介

观输运的影响；

2. 发展了一个包含显式非局域效应的湍流自扩散模型，发现了非局域性对湍

流锋面传播速度和穿透深度的增强作用；

3. 发展了一个可自发演化出 𝐸 × 𝐵台阶模式的湍流­剖面演化模型，提出了通

过波­粒子共振输运导致剖面台阶的新机制，并估计了台阶触发条件和台阶宽度。

论文工作表明作者具有坚实宽广的数理基础和系统深入的专业知识，具备独

立从事相关科学研究的能力。论文立论正确，写作规范，国内外研究调研充分。答

辩过程表述清楚，回答问题正确。答辩委员会表决，一致同意通过论文答辩，并建

议授予晏庆豪工学博士学位。
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